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PREFACE. 



Le troisieme Volume de mon Traite de Mecanique cSleste, que je 
publie aujourd'hui, se rapporte a un seul objet : la theorie du mouve- 
ment de la Lune. 

J'avais espere un moment que je pourrais y joindre les autres sujets 
non traites encore et terminer ainsi mon Ouvrage; mais j'ai compris 
bien vite que cela etait impossible, et je me suis d^cid^ a consacrer un 
volume entier a la theorie de notre satellite. 

J'ai donn^ des aper^us de toutes les theories importantes propos^es 
jusqu'ici, clierchant a resterclair malgr^ la concision qui m'etait impo- 
s^e. Le lecteur verra d^filer ainsi devant lui les travaux de Newton,. 
Clairaut, d'Alembert, Euler, Laplace, Damoiseau, Plana, Poisson, 
Lubbock, de Pontecoulant, Delaunay, Hansen, Gyld^n, Hill, 

Adams, II n'est pas inutile de rappeler les travaux anciens, quand 

ils emanent d'hommes de genie; plus d'une tentative recente vient se 
souder aux essais ant^rieurs et se trouve ainsi mieux mise en lumiere. 

Le Volume se termine par un expos^ de Tetat actuel de la theorie de 
la Lune. 

Je dois remercier M. Callandreau et M. Radau du concours qu'ils ont 
bien voulu m'apporter. Le Chapitre XVHI est la reproduction presque 
textuelle d'un Memoire recent de M. Radau {^nnales de V Observatoipe 
de Paris; Memoires^ t. XXI). 

Le Tome IVcomprendra le calcul des perturbations des petites pla- 
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VI PREFACE. 

netes par les methodes de Cauchy, de Hansen et de M. Gylden, le 
calcul numerique des perturbations des cometes, la theorie des mouve- 
ments des satellites, et une s^rie de sujets detaches tels que : la capture 

des cometes, I'influence du milieu resistant, J'espere que la variete 

des questions donnera de Tinteret a ce quatrieme Volume qui sera le 
dernier. 

•21 seplembre 1893. 



Digitized by 



Google 1 



TABLE DES MATIERES 

DU TOME III. 



Pages. 

Preface v 

CHAPITRE I. 

Elude de T^quation diff^rentielle de Gyld^n-Lindstedt i 

M6lhode de calcul de M. Lindstedt ", 

Integration de T^quation avec second membre lo 

CHAPITRE 11. 

£tude de I'^quation diff6rentielle de M. Hill 1 8 

CHAPITRE HI. 

Th6orie de la Lune de Newton ,27 

Constrnction g6om6lrique de la force perturbatrice 34 

CHAPITRE IV. 

Th6orie de la Lune de Clairaut 46 

Th6orie de la Lune de d'Alembert Go 

CHAPITRE V. 

Premiere th6orie de la Lune d*Euler G "i 

CHAPITRE VI. 

Seconde Ih^orie de la Lune d'Euler 76 

CHAPITRE VII. 

Th6orie de la Lune de Laplace 89 

Th^orie de la Lune de Damoiseau 111 

Th^orie de la Lune de Plana 1 15 

CHAPITRE VHI. 

Perfectionnements r6cents appori6s h la m^thode de Laplace 118 

Expressions approch6es des principales in6galit6s de la Lune 1 3o 

Influence du d^placement de I'^cllptique 1 36 

T. - III. b 



Digitized by 



Google 



VIII TABLE DES MATlfeRES. 

CHAPITRE IX. 

Pages. 

Th^orie de la Lune de Poisson , 1 4 1 

Perlurbalions de la longitude et de la latitude de la Lune, caus^es par raplatisseraont de la Terre. 147 

Inegalit^s s^culaires du noeud ot de I'inclinaison, cans6es par Taction du Soleil i49 

In6galit6s s^culaires du p6rig6e et de rexcontricit^, caus6es par Taction du Soleil iSi 

Influence de la difference des deux hemispheres terrestres sur le mouvement de la Lune i55 

ln6galite de Laplace i58 

Influence du deplacement de r^cliptique sur le mouvement de la Lune 160 

CHAPITRE X. 

Theories de la Lune de Lubbock et de Pontecoulant % i65 

CHAPITRE XL 

Theorie de la Lune de Delaunay 181 

Resume des formules ^06 

Cas d*exception 209 

CHAPITRE Xn. 

Suite de la theorie de Delaunay. — Classification des termes 212 

Formules auxiliaires 21 5 

Premiere operation de Delaunay 221 

Deuxieme operation de Delaunay 222 

Operations abregees. — Resultat final 228 

Reflexions sur la theorie de Delaunay aSa 

Comparaison entre Hansen et Delaunay 235 

Modification possible de la methode de Delaunay 287 

CHAPITRE Xin. 

Decouverte de Tacceieration seculaire de la Lune 240 

Explication par Laplace de Tacceieration s6culaire 24 1 

Recherches sur les eclipses chronologiques 244 

Recherches theoriques d' Adams et de Delaunay 24^ 

Demonstration de Delaunay 247 

CHAPITRE XIV. 

Recherches de M. Hill sur la variation 2^7 

CHAPITRE XV. 

Recherches de M. Hill sur les inegalites qui contiennent en facteur la premiere puissance de e. , 274 

CHAPITRE XVI. 

Travaux d' Adams sur la theorie de la Lune 286 

Theoreme remarquable d*Adams 288 

CHAPITRE XVH. 

Theorie de la Lune de Hansen 299 

Developpement de la fonction perturbatrico 3i8 



Digitized by 



Google 



I 



TABLE DES MATlfeRES. IX 

Pages ■ 

Dispositions pour le calcul des termes d'ordres sup6rieurs 335 

Comparaison entre Hansen et Delaunay 365 

CHAPITRE XVUI. 

Calcul des in6galit6s plan^taires du mouvement de la Lune 370 

Details historiques sur le calcul des in6galil6s k longuo p6riode 4o3 

CHAPITRE XIX. 

Sur r^tat actuel de la th6orie de la Lune 408 

Errata du Tome 1 4^5 

Errata du Tomb U 4-26 



FIN DE LA TABLE DES MATIERES DU TOME IlL 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



TRAITfi 



DE 



MECANIQUE CELESTE. 



TOME III. 



CHAPITRE I. 

INTRODUCTION. - ETUDE DE LIQUATION DIFFERENTIELLE 

dt* 



■j-j- ■+■ x(q*-}- ay, cosa^) = o. 



1. Etude de rSquation 

Cette equation est un cas tres particulierdes equations differentielles lineaires 
a coefficients periodiques, considerees d'une maniere generale par M. E. Picard 
et M. Floquet. Pour etablirses proprietes d'une maniere simple, nous adopte- 
rons d'abord Texposition de M. Callandreau (Astron. Nachr., n® 2547). 

Soit ^(/) une solution de Tequation; on aura aussi les suivantes 

^(C-hTi), vK^4-27r), 4^(^4-37:), ...; 

cela tient a ce que le coefficient de x est une fonction periodique de /, a pe- 

riode i:. On sait qu'avec deux solutions differentes^ ^(/) et ^(^ -h it), de Tequa- 

tion lineaire (a) depourvue de second membre, on pent former toutes les autres, 

T. - III. I 
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2 CHAPITRE I. 

et en particulier ^(t + 21:). On aura, en designant par Ao et A, deux constantes 
convenablement choisies, 

(i) ^(e -h 271) — Ao^it) -^ \i^{t -h n). 

Si ^(/) et ^(t -h 7i) n'etaient pas deux solutions differentes, on devrait avoir, 
en designant par Bo une constante, 

(2) ^(^4-7r) = Bo^(0. 

Cela pose, je dis que I'equation differentielle (a) admet une integrale r(/) 
telle que Ton ait 

(3) F(^ + 7r)=:vF(0, 

en representant par v une constante differente de Tunite. 

En effet, supposons d'abord realisee Thypothese qui conduit a la relation (2) : 
la condition (3) sera verifiee, si Ton prend 

Ce cas exceptionnel ecarte, nous allons montrer que Ton pent prendre 

oil v^ designe une constante. En substituant cette valeur de r(/) dans Tequa- 
tion (3), il vient, en effet, 

ou bien, en ayant egard a la formule (i), 

( A| -H Vj — v) i}^(^ -H tt) + (Ao— vvj ) ^j;(0 = o. 

Cette equation deviendra une identite, si Ton determine v et v, par les condi- 
tions 

V — Vi^zAj, VVi=:Ao, 

d'oii 

A,-f-v/AJ H-4A„ — Aj-hv'A} -+-4Ao 

V zn y Vim: • 

2 2 

La fonction F(/), determinee par la formule (4)» verifiera bien la condi- 
tion (3). Cette condition donne, d'ailleurs, 

F(7r):=::vF(o), F(~ Tt) == ^ F(o), 
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INTRODUCTION. 

d'oii I'on tire 



(5) 



I F(ir) + F(— TT) 
^v F(o) 



2. Considerons, d'une maniere plusgenerale, Tequation 

oil le signe ^ sera suppose contenir un nombre limite de termes. On en deduit, 
en differentiant p fois, et faisant ensuite ^ = o, 

(dP-^^x\ (dPx\ p{p^i) [dP-*'x\ 

p(p-i)ip^2)(p-3) (dP-^x\ 
oil Ton a fait 



En donnant a />, dans la relation precedente, les valeurs o, 2, 4. •••» puis 
I, 3, 5, ..., on obtiendra 



/d^x\ , /d^x\ , 



oil les quantites X et (jl sont des fonctions de 6o» *2» • • • ; apres quoi , la serie de 
Maclaurin donnera 

(6) ^ = ^o/(Oh-<9(0. 

oil Ton a pose 

^ ' 1 .2.3 1 .2.3.4.5 

Ces series, qui sont convergentes dans toute Tetendue du plan, ne con- 
tiennent, comme on voit, la premiere, que des puissances paires; la seconde, 
que des puissances impaires de /. On a, d'ailleurs, 

/(o) = i, <p(o) = o; /'(o)==o, 9'(o) = i; 
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CHAPITRE 



a^Q et x'^ etant arbitraires, la formule (6) donne Fintegrale gen^rale de Tequa- 
tion differentielle, de sorte qu'on aura aussi 



On en conclut 



d'ou 



F(7r) =a7o/(7r)-h<9(7r), 
F(— tt) =: ^o/(7r) — ^0 ?(7r), 

F(0) =r^o. 



F(7r) + F(-7r) = 2F(o)/(7r). 
La formule (5) donnera done 



(7) 



V F(o) -=^/^^^ 



On pent ainsi calculer v en partant d'une integrale quelconque F(^) satisfaisant 
ou non a la condition (3);/(i:) est la valeur que prend, pour a? = i:, celle des 
solutions de (a) qui est une fonction paire de / et se reduit a I'unite pour ^ = o. 
On trouve aisement 

En remarquant que le second membre doit se reduire a cosy/ lorsque q^ = o, 
on en conclut, pour/(7r), une expression de la forme 



(8) 



/•(tt) z= cosy tt + ai 7i h- a,y} ■ 



oil les coefficients a^ , a2, ... sont des fonctions connues de q. Dans les applica- 
tions courantes de Tequation (a) a TAstronomie, q n'est pas egal a un nombre 
entier, et y< est petit; la valeur absolue de/(i:) est done inferieure a Tunite. 
L'equation (7) donne 

V =/(7r) ± v/i-/*(7r) s/~i ; 

done V est une expression imaginaire de module i, et Ton pent faire, en desi- 
gnant par h une quantite reelle, 

Les equations (3) et (7) deviennent 

(9) F(/4-7r) = E''^\/^F(0, 

(10) cosA7r=/(7r)==cosy7r-t-ai^i-l- a,yj -h 

Si Ton pose 

(11) e(o = E-'^v^F(o, 
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INTRODUCTION. 5 

on en conclut, en ayant egard a Tequation (9), 

e(^-f.7r) = e(o. 

Done ©(/) est une fonction periodique de /, a periode ir, et Ton a, en serie con- 
vergente, 

aprfes quoi, la formule (i i) donne 

F(0=2*'''^""^""''~' 

F(— /) est aussi une solution de Tequation differentielle; en ajoutant et re- 
tranchant, on a les deux solutions 

V yj/C0s(A-i- 20^ et ^ niSinjh -+- 21) t. 

Multiplions-les parcos^' et — sin^, ^ designant une constante arbitraire, et 
nous aurons enfin cette solution 

■+■» 

— 00 

Remarque. — Les raisonnements precedents s'appliquent, sans modification, 
a Tequation 

que nous rencontrerons bientot dans les belles recherches de M. Hill sur la 
Lune : il n'en est plus de meme pour ce qui suit. 

3. Determination de A. M6thode de M. Lindstedt. — Substituons, dans 
Tequation (a), I'expression (6), dont nous avons demontre a la fois Texistence 
et la convergence; nous trouverons 

2 t^'~" (^-^2O*]Tn,COS(tv4-t0) 4-yi^ Y)fC0S[tV-4-(e + l)g] 

ou bien, en changeant i en « — i et en / -h i dans les deux derniers termes, 

2 j r^* — (^ -+- 2 1)*] Y)/ H- ^1 (mz-Hi -^ fii-x)] cos( w -t- iQ) = o. 
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Cette equation sera verifiee identiquement, si nous astreignons les y), a veri- 
fier les echelles generales de relation 

(12) [(^H_2/)«_^l]yj^ _,^^(^.^^ -HTOZ-i), 

(i3) [(h — 20'— q^]ri-i— q^ (y) ./^-i -H Y)_/_,). 

Faisons 

^ (/i-f- 2^)*— 7* (A — 2O— 7* 

M, et M_/seront petits a cause du facteur^i, et tendrontvers zero quand « croitra 
indefiniment, a cause du diviseur 4^^- La relation (12) donnera 

d'oii 

(,5) ^'' - ^' 



I — M; 



d'oii, en changeant « en i-h i, « h- 2, ..., et remplacant chaquefois ^^^> ^^^5 ••• 
par leurs valeurs deduites de la meme formule, 



(16) t,, _ M, 



f\i-\ M/M,-. 



M/4., M|_» 



On aura de meme, en partant de (i3), 

(.7) ^^=: ?!zi 

f\-i M-/ 



(18) 



m-z+i J _ M_/M_/_i 



^ M-.-^M-,-, 



Les fractions continues (16) et (18) convergeront rapidement, parce que 
M/M/^,, M/+|M/H.2, • • •» M_/]VL|_i, . . . contiennent q\ en facteur. On aura, en par- 
ticulier. 



_ M,M, 



{20) 



I — . 
y)_, __ M_, 



TOo |_ M_iM_, 



M-,M_, 
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INTRODUCTION. 7 

La relation (12) donne, d'ailleurs, 

En portant dans cette relation les expressions (19) et (20) de y), et yj-i, et rem- 
plagant en meme temps les M, par leurs valeurs (i4), on trouve, pour determi- 
ner A en fonction de y et y, , cette equation transcendante 



q*—h^ = 



(c) 





7? 












7'- 


-(/t-1-2)' 








</? 




' [r- 


-(A 


^3)'][<7«- 


-(A 


+ 4)*] 






</\ 






7? 






■ [9'- 


-(h^ 


-4)'][7'- 


-(A 


+ 6)'] 












I — . . 


9-'- 


.(h- 


-2)« 








7? 




' [7*- 


-(h. 


-2)'][<7*- 


-(h- 


-4)'] 












9? 






' [.- 


.(h- 


-4)'][7'- 


-(A 


-6)»] 



Le second membre de cette equation ne change pas quand on remplace h par 
— A; de sorte que, quand on prendra les reduites correspondantes des deux 
fractions continues^ on aura, pour determiner A, des equations algebriques qui 
ne contiendront que des puissances paires de Tinconnue. La convergence des 
fractions continues precedentes a ete examinee completement par M. Bruns 
{Astron. Nachr., t. CVI, n<> 2533). 

Nous aliens developper les resultats generaux qui precedent, en supposant 
y, petit; si nous consentons a negliger seulement q\j I'equation (c) pourra 
s'ecrire 



q^'—h" — 



q\ 



q^-'{h-\-iy 

q\ 



ou bien, en effectuant les calculs. 



14- 



£l ( 

[^'-(A + a)»][y'-(A+4)«]) 



V? 



[^*~(/t-2)»][^«-(A-4r]) 



(2,) 



q^—h^^z 2^J 
-h2q. 



^ y« — (7*(3A«-4-24)-t-^'(3A*4-i28/t'-i-i44) — ^'— io4A*— 656A»-256 
[(^1— ^2_ 4)«— ,6A«]« [(^«_ A*— 16)»— 64A«] 



Cette equation se prete tres facilement aux approximations successives. On 
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peut d'abord negliger la deuxieme partie du second membre et remplacer, dans 
la premiere, A^ par q^y ce qui donne 

(22) ^2_^/,.^_ 8^ h'^^q^-^- ^' 



On peut maintenant remplacer A% dans le terme en q\ de Tequation (21), 
par q^y et par la valeur (22) dans le terme en q\ ; il vient ainsi 



,__.,___ 5_ 2(1 — y^) ^ I-f- 2y* 

- 'A gv 3-y« i + ay' 

2(1 — y») ^'16(1 — ?«)» ^'32(i-^')'(4 — ?*) 

d'ou 

As_ „, r, . ?? . „» ^5 -'3?' 1 

-^ L ^2^»(l-9')^^'32y'(l-9»)»(4-y')J 

On en conclut, par la formule du binome et avec la meme approximation. 

Telle est la formule qui nous permettra de calculer h dans les applications. 
On peut ecrire aussi 

L 4^(1 — ^') 64^Hi — ^*)»(4 — ^*)^* J 
d'ou, par la serie de Taylor, 

L 4^(1 — ^*) 64^n* — ^')*(4 — ^*)^' J 

Cette equation a ete employee par M. Adams, comme nous le verrons plus loin. 

4. Calcul des coefficients r,/. — Nous allons effectuer ce calcul en negli- 

( * ) Le terme suivant dans le crochet est 



cos 

(23) 
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geant q]. Les formules (19) et (20) donnent d'abord 

^=:M,(i-f-M,M,), — '==M_,(i-f-M_,M_,). 
On a, d'ailleurs, 

3(1-7') 7('-?') 

{h-^y-q^ ~, > , y? y? -4( — y)^^'327(.-y)'( — 7')' 

'• -•'/-^ 2(1-7*) 9('-y') 

M — '7' _ Vi 

' -(A+4)>_7»- 8(2 + 7)'. 

M_.- ^' - -^^ 



(A_4)>_7* 8(2-7) 
II en resulte, apres quelques reductions. 



On a ensuite 



•fU _ qi , 7'+ 47'+ 157 + 16 

t), 4(1 + 7) ''■ i287(i + 7)'(2 + 7)(i-7)' 

in-, _ 71 a 7» — 47* + i57 — 16 

■no 4(1-7) 1287(1 — 7)»(2—7)(i + 7)* 



^« — M ^-» \f 



d'oii, en remplacant v],, y)_<. Ma et M_2 par leurs valeurs precedentes, 



On a enfin 






!li ^M, = ?i ^ 



^-'=M-3= 



TTs q\_ 

•no 



(7 + 6)'- 7' 


12(3 + 7)' 


7« _ 


7. 


(7-6)'-7' 


12(3-7)' 


ri-» 


7? 



384(H-7)(2 + 7)(3 + 7) 1^0 384(i-7)(2-7)(3-7) 



En tenant compte de tous ces resultats, I'integrale generate (b) de I'equa- 
T. - III. a 
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tion (a) peut s'ecrire ainsi 



— =: COSfV -t- 



(e) 



15-; ^-< ^ -i-...lcos(«' + 2e) 

[3-7 ^TT :+•••! cosCw— 29) 

L32(l-7)(2 — ^) J 

[ 384(.-,)(I'-,)(3-,) "-]^^^(— ^-^^ 



On pourra consulter avec fruit un Memoire de M. Poincare {Bulletin astrono- 
mique, t. Ill, p. 67), dans lequel les formules {d) et {e) sont etablies par un 
precede entierement different. 

5. Integration de I'^quation (a) avec second membre. — Nous conside- 
rons Tequation 

{a') -^ -4-^(^'-h2^, C0S2^)- W, 

oil Ton a 

(24) W = 2^/0080,, Bi^l.t-^bi, 

H/, /, et hi designant des constantes donnees. Posons 

C|=y)ocos4', C, = — Y)oSin4'» 

•r^ et x^ seront deux solutions particulieres de I'^quation (a) verifiant done 
identiquement les relations 

-jT^ -+-^l(7'-|-2^, C0S2^) =:0, 

(26) { 

-^^ -|-^jl(^'4-2^jC0S20 = O, 
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d'oii Ton conclut 

, . dx^ dx\ 

(27) ^, -^ -^. — =:C, 

c designant une constante. L'integrale generale (e) de I'equation (a) pourra 
etre inise sous la forme 

(28) J7 - C,;ri-f-Cjj:,. 

Nous conserverons la meme forme pour representer Tintegrale generale de 
Tequation (a'), mais C< et Ca seront des fonetions de / qu'il s'agit d'obtenir. 
Nous n'aurons qu'a suivre la methode generale de la variation des constantes 
arbitraires; nous astreindrons d'abord C, et C^ a verifier les relations 

/ X dCi dCi^ 

nous aurons ensuite 

d'^x _ ^ d^x^ ^ d^Xj dx^ dCi dx^ dd 

^"^""^ 'dF-^'^di^'^^^'di^'^'drw^'drw 

Substituons les expressions (28) et (3o) dans Tequation (a') et tenons compte 
des relations (26); nous trouverons 

5 dxi dCi dxi dCt __ «, 

^^'^ 'drw^~dr'dr-^^' 

Les formules (29) et (3i) donneront, en ayantegard a la condition (27), 

d*ou, en designant par 8C^ et SCj les variations de C< et Cj, tenant a la presence 
de W, 

dCi-- i fwx^di, ^C,^ J jWx.dt. 

La formule (28) donnera, pour la correction 8x de Texpression (e), 

dx =■ Xi 3Ci 4- x^ dCt , 



ou bien 



dx—l fxt rWxj di — Xi fwxt dn . 
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11 est possible de mettre celte expression sous une forme qui facilite les cal- 
culs; designons, en effet, par j?^ eix'^ ce que deviennent x, et a:^ quand on y 
remplace / par r'; nous pourrons ecrire 

(32) ^jrz= - I Wix^x'^ — X2a:\)de\ , 

en convenant de regarder dans Tintegration t comme une constante et faisant 
t = i une fois Tintegration effectuee. 

Nou8 allons calculer ca: en negligeant q'^^ ; les divers termes dont se compose W 
seront toujours petits dans les applications, et l*approximation ainsi obtenue 
nous suffira; il sera d'ailleurs facile de la conduire plus loin si, dans une ques- 
tion speciale, on le juge necessaire. Nous pourrons done prendre 

jCi :^COShl-\- -—-^ -C0S[(A-i- 2)^ 1 -h yT^ r COS [(A — 2)^ ], 

4(1-+-'/) *-^ ^ ^ 4(1 — ^) *-^ ' ^ 

' 4(n-^) "-^ ^ ■* 4(1 — ^) *-^ ' ■* 

0?;= sin /i/'-f- 7-r-^' - , sin [(A -t- 2) t']rh yy^ — r sin [(/i — 2) I']. 

Nous en deduirons aisement 

(33) c:= J7i -^ '~^^~dt' ^ A 4-. . .=z^H- des lermes en ^}, 

jTjXj — j;icrj^sinA(^ — ^') -+- 77^^^ — 7 { sin[(A 4- 2) ^ — A^'] 4- sin [A/ — (A 4- 2)^']} 

4- ///_^ X |sin[(A~2)^ — A^']4-sin[A/ — (A — 2) /'] j. 

II faudra multiplier cettc derniere quantite par Texpression (24) de W. Un 
terme quelconque du produit — W(x^x[^ — ^a^*) sera de la forme 

— Ui sin [(A 4-y ) I — (A 4-y' ) t] cos(//^ 4- bi) 

- i H, sin [( A +y ^l,)t^{h 4-/ ) /' - ^^/] ; 
en integrant, on trouvera 

I, cos [(A4-./ 4- //) ^ — (A 4-./^) <^4- b.] C0S[(A4-/-/,)^--(/i4- /') ^'— M 

2(/t4-y4-/,) "^"^ 2 (/I 4-y-/,) 
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Quand on fait /' = ^ cette expression devient 



i3 



^' 2(A-i-y4-//) "^ ' 2(A-+-y-//) 

On devra ensuite donner ay ety' les valeurs 

j = o, f=o; y=2, y'— o; y — o, f—2', 

y=— 2, /'=o; y=o, /'=i— 2. 

On trouvera ainsi sans peine, en ayant egard aux formules (32) et (33), 

+ ,/' A ( — J- + — ^-)cos(e,+e) 

4(»-H9)L \q-h-i-hii q—iij 

+ ( '- r H ^'jcosCOz-e)! 

+ ■/' J f ! -+_i_^)cos(0,+ 0) 



(/) 



(,-.r^-,-:b:)-<^'-^)]! 



On voit que, si I'on neglige q% chacun des termes H,cosO/ de W en produil 
trois dans So?, avec les arguments 0,, 0,ii: 0; si I'on gardait les termes en yj, on 
aurait les nouveaux arguments 0,± 26. 

L'integrale generale de Tequation (a') sera la somme x-\- ^x des expres- 
sions (e) et (/). 

Dans les applications a TAstronomie, nous rencontrerons Tequation (a') 
sous une forme un pen differente, savoir 

(A) -d^ -^^ [Q'-*" ^« cos (Xv> + (3)] = 2 A/Cos {h^ 4- (3,.) — 2 A/C0S&/. 
On passera de Tune a Tautre en posant 

Nous ferons en meme temps A = |(x, et nous trouverons sans peine que Tin- 
tegrale generale de Tequation (A) s'obtient en posant 



iv = |JL(;-h i{;, 



(B) 



_^r «' , aX*-35X'Q«+6oQ* ] 
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et 

I 



(C) 



4- 

I 
i 



Les termes non ecrits dans la derniere partie contiennent en facteur a^, a*, ... 

et les arguments &, ±: li^Kv + p), &, ± 3(X(^ + ?). On pourra consulter, 

pour plus de details, la page 7 de mon Memoire Sur une equation differen- 
tielle, etc. (Annates de la Faculte des Sciences de Toulouse, t. II). 

6. En terminantceChapitre, nous croyons utile de montrer comment on pour- 
rait developper la fonction paire/(/) du n® 2 suivant les puissances de q^ ; on 
en deduira un autre procede pour obtenir la quantite/(i:), qui joue un role im- 
portant, comme on Ta vu ci-dessus. 

Nous ferons 

(34) ^:r=XoH-^,X, + ^JX,4-...; 

en substituant dans (a) et egalant a zero les coefficients des diverses puissances 
de y,, on trouvera 

-^ -t-^'Xo — o, -^ -h^^Xj-i-aXjCosa/— o, 

-^-~ -4-^*XiH-2XoCOS2^=: o, -^-~ +^'X4-HaX,cosa^=roj 

^Xj ,-, V 

-^-~ -h^r'Xj-h aXiCOsa^czLO, 
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Nous prenons comme integrale de la premiere de ces equations 

Xo = cos^/. 

II suffira de trouver des integrales particulieres des equations suivantes, et 
Ton pourra negliger les termes en cosy/ parce que le coefficient de cosy/ dans x 
est suppose egal a i ; on trouve d'abord 

-^j- -h 7'Xi -hC0S(y-|- 2)/-hC0S(y — 2) /=:iO. 

On en deduit sans peine 

.5KV Y _C0S(9'H-2)/ C0S(^ — 2)/ 

^^^^ ^' - 4(1 + 7) "^ 4(1-7) ' 

L'equation differentielle relative a Xj devient alors 

«PX, ,„ C0S(7-|-4)/ I I , C0S(flr — 4)/ 
--TTr -+-7'X,H ,y ^ \' H rCOS^/H j-^ ^ :=:0. 

dt* . 4(1 + 7) 2 I — 7» ^ 4(^ — 7) 

On voit ainsi s'introduire un terme en cosy/, qui fera sortir, dans Xj, le temps 
des signes sinus et cosinus. On obtient facilement 

^36^ X z=z c<>s(7 + 4)/ cos(7 — 4)/ /sin 7/ 

^ ^ «- 32(1 + 7) (2 -+-7) "^32(1 --7) (2-^) 4^(1 -^«)- 



On trouve ensuite 



7'X; 



cos(7-i-6)/ cos(7-t- 2) / 



d'oii 



dt^ ^ "^'"^ 32(i-f-7)(2 + 7) 32(i-h^)(24-7) 
cos(7~ 2) / cos(7 — 6) / 

■^32(1-^) (2-^) ^32(1-^) (2 -7) 

^ /sin(7-4- 2) / _ /sin(7 — 2) / 

47(' — 7') 47(1 — 7*) "~^ 



„ cos(7H-6)/ 7'-h47'H- i57-h 16 

^»- 384(1 + 7) (2 + 7) (3 -+-7) 1287(1 -^«)(n-^)' (2 + 7)^^^^^'^''^^ 



n^>i / 7^-47'+i57-~i6 cos(7~6)/ 

^^7) t ,287(i-7*)(i-7)M2-7) ^^ ^ 384(i-7)(2-7)(3-7) 

/sin(7H- 2) / _^ /sin(7 — 2)/ 
- i67(i~7')(n-7)~ i67(i-7«)(i-7)' 
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On trouve ensuite, apres reduction, 

dt^ ^^^*^384(i + y)(2+9)(3 + y) i92y(i-y')(i-+-y)'(2 + 9)(3 + ^)*'"^^^^''^' 

ay*-ii?»+4o?'-9t7 + 7^ cp./, /w , cos(y-8)f 

•^i92^(i-y')(i-<7)M3-y)(3-9) ^^ '♦^ 384(1 -9) (3 -7) (3-^) 

fsin(<7 + 4)< fsin«7< <sin(a' — 4)< i37'— aS 

,6q(i-q*)(l + q) 8^(1-7')' i6q(l-q'){l-q) 32(l-y')»(4-«ir') ^ ~ ' 

et il en resulte 

y cos(y + 8)f y*+77'+3a7'+74y + 54 . , 

''*-6i44(i+9)(2 + -7)(3 + 9)(4 + 9) 7687(i-9«)(i + <7)«(2 + 7)'(3-f-y)''"^^^"^'*'' 

yt-;;y3+32yt_ ^4^^,54 • cos(y-8)< 

(38)/ "^7687(i-9')(i-y)'(2-?)'(3-7) ^^ ^^ 6i44(i-7)(2-9)(3-9)(4-y) 

f sin(7 + 4) < ts\n(q — i)t 

~'i28gr(i — y')(i + 7)(a-t-7) ~" 1287(1 — 9') (I — ?) (2 — y) 

i5y*— 357*+8 . _ t*cosqt 

"^64?»(« -</')' (4 -7') '"'''"" 327'('-7')*' 

L* expression cherchee pour a; se deduit maintenant des formules (34). • • • , (38). 
Si Ton donne a x dans cette expression les valeurs o et u, on trouve les re- 
sultats 

f -,^ y- I ?'+'» g. I 7^4- lay*- 1437' 4- 226 



2(1-7') i6(i-7«)(4-7*)^' 32(i-7')'(4-7')(9-9*)^' 
37"- 337* + 1097* - 50437* + 4 '9887' — 54304 , 

1024(1 - 7')' (4 - 7')' (9 - 7') ('6 - 7') ^' "^ • • ■ ' 

?, = cos77t [?,- 3^^,^^L__^} + . . .j 

r_ 7* 7? i57»-357*H-8 ^ 

+ irsin77t|^ 47('-'7') 87(1 -7')« "^ 647'(' -7')'(4-7')^' 

7'+ a J 1 

647(.-7')»(4-7')^'^"J' 

On en deduit, en divisant la seconde expression par la premiere et r^duisant, 

c'est la formule (23). 

Avec le mode de calcul qui precede, le temps sort des signes sinus et cosinus; 
rintroduction d'une fonction convenable de q ei qt, dans A, sous les signes 
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sinus et cosinus, a precisement pour objetde romedier a cet inconvenient. On 
peut remarquer que, pour rectifier le developpement, il suffit d'cffacer les 
termes contenant les puissances de t et de remplacer qt par Targument ht. 

J'ai examine ailleurs {Bulletin as tronomique, t. IX, p. loG) ce qui arrive lors- 
que q est egal a un nombre entier, auquel cas les formules precedentes tonibent 
en defaut, a cause des diviseurs y — a, y — 3, . . . , dont Tun s'annule alors; j'ai 
demontre que, pour y = ± i et y = =t 2, si y , est assez petit, la valeur de h est 
imaginaire, de sorte qu'il s'introduit dans la solution, en dehors des signes 
sinus et cosinus, des exponentielles reelles; pour les autres valours entieres 
de q, h est reel. 

Je donnerai, en terminant, laliste de quelques travaux se rapportant a Tequa- 
tion (A) : 

Lagrange. — QEuvres, I. I, p. 586. 

D'Alembbrt. — Opuscules, t. V, p. 336. 

E. Mathieu. — Journal de Liouville, 1868. 

Heine. — Handbuch der Kugelfunctioneiiy t. I, p. 4o4« 

LiNDSTEDT. — Memoires de V Academie de Sainl-Petersbourg, t. XXI, n° 4- 

Gyld^n. — Divers Memoires, 

Bruns. — Astron, Nachr., n^» sj533 el 2553; i883. 

Callandrbau. — Astron, Nachr,, n° 2547. 

LiNDBMANN. — Mathemathsche Annalen, I. XXII, p. 117. 

Stieltjes. — Astron, Nachr,, n°» 2601 et 2609. 

PoiNCARfi. — Comptes rendus, t. GVIII, p. 21. 

Harzer. — Astron, Nachr,, n""^ 285o et 285i, 

Nous appellerons desormais Tequation {a) equation de Gylden-Lindstedt. 



T. - III. 
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CHAPITRE 11. 

INTRODUCTION. -^ EQUATION DE M. HILL. 



7. ^tude do TSquation 

(a) —r-j -f-.r(^'4- 2^, C0S2/ -H 2^, C0S4^H-. . .) — <^- 

Si nous posons _ 

nous pouvons ecrire 

-+- » 

Nous avons vu, dans le Chapitre precedent, que I'integrale gen^rale de cette 
equation pent etre mise sous la forme 

(I) ^^"^bjK^-^J, 

i 

On en tire 

En portant ces valours de x et de -^ dans Tequation (6), on trouve 

-4-00 

d'oii la relation generale 
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*9 



qui (lonne, une fois developpee, 



ou bien 






• . • — f^j-if/i — ^y-i 7i -+- [J] ^j — ^y+i 7i — ^j^i'h — ... — o, 

en faisant, pour abreger, 

(2) (F-^v)'-7*=[y]- 

Si I'on donne ay les valeurs .. ., — 2, —1,0, -hi, -h 2, . . ., il vient 

I .. -^ [— 2]6_,— ^, 6_i —72^0—73^1—74^1 — ...z=o, 

I ... — 7,/>_, 4-[— i]6_,~7,Z?o — 7i^i —73^1 — ... — o, 

(3) ( ... —(/,0^i —71^-1 +M^o — i^i^i — 72^j — ...~o, 
.. — y,^_i —71^1 — 7i^u -I- [1] ^1 — 71^1 — ...:=iO, 
.. — 74^-j —73^-1 — 7j^o — 7i^i -^r^]^! — ...=^0, 

Les calculs du Chapitre precedent, qui se rapportent au cas dc y, = 0/ 
y^ = o, ..., donnent a penser que i±/ decroit rapidement quand i augmente. 
S'il en est ainsi, et si I'on peut negliger b^ et i_3, les equations (5) se reduisent 
a cinq equations homogenes et du premier degre, contenant les cinq inconnues 
6«2» 6. i» ^o» ^i» *2- L'elimination de ces inconnues donnera 



(4) 



-2] 

— 7i 

— 72 

— 73 
-74 



— 7i 


-7? 


— 73 


-74 


[-1] 


-7i 


— 7i 


— 73 


-7i 


[0] 


-7i 


— 7* 


-72 


-7i 


['] 


— 7i 


-73 


— 7i 


— 7i 


['^1 



=10 = ^5. 



Les elements de ce determinant sont des fonctions de quantites connues, 
les qi, et de [x qui figure dans les quantites [— 2], ..., [2], d'apres la rela- 
tion (2). L'equation (4) est du dixieme degre en [x. Les equations (3) donne- 

ront les rapports -f^y /T' tt ^^ jt* Si Ton conservait 64 et 6.4, on aurait, pour 

1^0 ^0 ^0 ^0 

determiner (x, une equation du quatorzieme degre, obtcnue en egalant a zero un 
determinant de sept lignes et de sept colonnes. En continuant ainsi, on tcndra 
vers un determinant ayant un nombre infini d'elements. 

8. La convergence d'un tel determinant a ete examinee par M. Poincare (Bul- 
letin de In Socieie mathematique ^ t. XIV, p. 77-9o)« 11 faudrait, pour la rigueur 
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absolue, faire intervenir le Memoire precedent; nous nous bornerons a y ren- 
voyer le lecteur. 

Soit0([jL) = o I'equation transcendante obtenue en egalant a zero le deter- 
minant limite. On peut pressentir certaines proprietes des racines de cette equa- 
tion en supposant y, = y^ = . . . — o. Dans ce cas, le determinant se reduit a sa 
diagonale 

... [-2][-l][0][,][2]..., 

ct I'equation 0((x) = o devicnt 

ses racines sont 

... it(l4-v), ±(4-7), ±:(2H-y), ±(2-7), ±7, ...; 

elles sont egales deux a deux et de signes contraires. Les racines de 0([jl) = o 
differeront peu des precedentes si les quantites q^,q^,... sont tres petites. Prou- 
vons qu'elles sont aussi, deux a deux, egales et de signes contraires; il en est 
meme ainsi de toutes les equations A3 = o, A^j = o, — En effet, si Ton change 
(X en — (JL, [— 2] et [— i] se changent respectivement en [2] et [1], et inverse- 
ment, et le determinant (4) conserve la meme valeur au signe pres. 

D'apres les conclusions du Chapitre precedent, I'equation 0([x) = o doit etre 
de la forme 



(5) 



cosft7r=:/(7r,7, 7i,7s, ...). 



On voit que ses racines sont bien egales et de signes contraires. Si (x est une 
racine de Tcquation (5), (x -4- 2 en est une autre. II en est bien de memo pour 
Tequation limite 0((x) = 0. Considerons, par exemple, A5, et soit A^ ce qu'il 
devient quand on change [x en [x-i- 2, ce qui remplace [— 2], ..., [2] par 
[— 1], .. ., [3]. On aura 



^\- 



[-'] 


— Vi 


-It 


— 1i 


— 7i 


[0] 


-^i 


-It 


-1i 


-9i 


[•] 


— 1i 


— 'h 


— Vj 


— <7i 


[2] 



— 74 



73 — 7s — 7i 



— 74 

— 73 

— 7i 

— 7i 
[3] 



On voit que, si dans A5 et A5 on supprime une ligne et une colonne, comme 
on Ta indique par des traits, on obtient le meme determinant. Or, en admettant 
la convergence, la soustraction indiquee produit un effet qui tend vers zero, 

lorsqu'au lieu de A3 on considere Ag, A,, Ainsi done, si (x est racine, il en 

est de meme de (x±3, (x!±4» Soit [Xo Tune des racines; Tequation (5) 
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COS 



^^ = ,i^(,_ifi^)(,^^_^J..^ pour .=:oc, 

(ft — 2/1)*— ^» — ^l — ^, 



e,(fjL)=^lim 



— 7« 



— fjn-i —(J,l^^ 



-<ln 



=:limA„4.,, pour n=co. 



Les equations etant du meme degre, ayant des racines egales deux a deux, ou, 
du moins, dont la difference tend vers zero, leurs premiers membres doivent 
avoir un rapport F« independant de (x. On aura done 



cosfjiTT — cosfjio^ = liinFw 
En faisant (x = o, il vient 

(7) I — cosf/oTT = lim F;, 



(ft — 2Ai)5— (7» —^1 — ry, ... — ^„ 

— ^n —9n-l —qn-t ... (ft -^ 27l)»— 7» 



(2^)*— y, — y, ... —q^ 

— qx {in-^^y—q^ ... — 7«-i 



— ^/i — ^/t-l .•• (2/1)* — ^* 

Si Ton suppose y, = 17^ = . . . = o, Tequation (a) se reduit a 






d'oii 

on a done 



6,= 6,=i:...= 6_i=6^, = ...= 0, ix = ix^=q. 

On pent done faire, dans I'equation (7), 



d'ou 



(2/i)«— 7» 



I — cos77r = limF„ 



(2/^ — 2)' — ^' 



o 
o 



(8) 



o o (2Ai)' — q^ 

I — COS^TT = lim F„[(2/l)'— ^*] [(2AI — 2)*— ^*]. . .[(2Al)*— 9*]. 
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Si Ton divise (7) par (8), et que Ton divise par /i* — q^ la premiere ligne, 
par {n — 2)^ — q^ la seconde ligne du determinant qui figure dans la for- 
mule (7), il viendra 



2 ' 

sm*-7 
2 ' 



— nm {•>. II — 2)' — q- 



7i 


"72 


(2/0--- v' 

I 


(2/i — 2)-~r/- 


- V//-1 


- v«-» 



7'' 



(2/^)^-7* 
7^-1 



(2// — 2y—q^ 



1 {2nY—q^ {'2/1)'— q^ (2/1)^—7^ 

ou bien, en mettant en evidence les parties centrales du determinant, 



(c) 



sm» - fXo 

sin*- 7 
2^ 



-h I 
7i 


7i 


7t 


73 
4' -7' 

7t 


<i 


4*- 7^ 

-hi 

7i 


4^-7' 

7i 


4^-7' ' 
7i 


2»--7« 

7. 


2*— 7« 

-h I 

7i 
2*— 7- 

7' 
4* -7' 


2*— 7» 
7i 


2*— 7« • 

75 


o*-7* 
7^ 


0^ — 7^ 
7^ 


0*— 7* 

-hi 

7> 
4^-7^ 


0* — 7« • 
7i 


2*— 7^ 

7. 
4^-7* 


2«— 7* 

7. 
4*- 7^ 


2*— 7* ' 
-h I 



— \. 



II ne reste plus qu'a ordonner suivant les puissances des petites quantites 
7n 7j» •• • ce determinant, dans lequel tons les elements de la diagonale sont 
egaux a -h 1. 

Designons Tun quelconque des elements par a/j, i etant un entier positif nul 
ou negatif qui rcpresente Ic rang d'une ligne horizontale au-dessous ou au- 
dessus de la ligne mediane du Tableau (c); y representera de meme le rang 
d'une colonne verlicale, a droite ou a gauche de la colonne mediane. On voit 
immediatement que Ton aura 



(9) 






[i\^(2iY-q\ 



a/i — -h I. 



Les elements de la diagonale seront done 



•> ^-2,-I» ^-!,-l> ^'0,0> ^I,l> ^I,? 
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Considerons, en particulier, dans cette diagonale les termes 

(lo) ..., 6r„..,, rt/,,;,, «/../„ a/,,/,, 

En permutant les premiers indices deux a deux de toutes les manieres pos- 
sibles, et prenant les divers resultats avec le signe -+- ou le signe — suivant 
que le nombre des permutations est pair ou impair, on aura les divers termes 
du determinant. 

Le termo principal de A est -f- 1 ; les termes deduits des permutations des 
deux indices contiendront les produits de deux des quantites qx, q^^ ... ; il en 
entrera trois dans les permutations de trois indices, etc. Les quantites y, , y?, . . . 
etant supposees tres petites, on comprend qu'on pourra s'arreter assez promp- 
tement dans ces operations. 

9. Permutations de deux indices. — Distinguons dans la diagonale deux 
termes quelconques, en ecrivant 

... I X I X ... X «/„./„ X I X ... X rt^i,,,, XIX..., 

permutons les premiers indices; le terme deviendra 
ou bien, en vertu de la premifere des relations (9), 

[A] [4J ~ [^o][/,J* 

On aura done, en designant par (II) la portion de A qui provient des permuta- 
tions de deux indices, 

On pent poser 



ce qui donne 



ou bien 

On pent obtenir des valeurs simples des coefficients de q\, q\ On a, en 
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effet, en se reportant a la signification (9) de [f'o] et de [io-+- ^] et posant 

2d[i,] [ /., -h A] ~ 7(3 2rf ( (; -t- /, ) \ fj -\ ) ( -f /^Ih a- j YO — io-'k ) * 

Or la decomposition des fractions rationnelles donne 

f A B !^ A 



oil I'on a fait 

1 » 

Am——--,——, B = - 



2Qk{20 — k) 20k(2e-\-k) 

On a d'ailleurs, par une formule connue, 

7:001^9=2 oiz -"2 e^Z ^2 MT^h^A =2 e^r^.' 

/« '0 '« '• 

oil /o varic do — 00 a -1- 00. La formule (12) donnera done 



, ^ 



En portant dans I'expression (i i), il vient ensuite 

TTCOt-^r 

(■'> <">= ~4f- (rl'f - 5^- - f!^T- -■ ■)■ 

Nous representerons par (I) le terme principal de A, ce qui nous donnera 

(i4) (I) = + i. 

iO. Permutations de trois indices. — Soient les trois termes de la diagonale 

^/o,/«> ^i..i.> ^it./f» '0 < h < h ; 

nous devons permuter les premiers indices «o» 'i» h de faQon que tous changent 
de place; nous n'aurons que les deux permutations 



'n '8> 'o? 'i> ^0» 'l» 



qui resultent d'un nombre pair d'echanges de deux lettres. Les termes corres- 
pondants doivent done etre affectes du signe -f-, ce qui nous donnera 
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On aura done, en designant par (III) la portion de A qui provient des permuta- 
tions de trois indices, 

*• 'l 'J 

On peut poser 
k et k' designant des entiers positifs differents de o; il viendra 

/o= — • k — \ k'= 1 

Si nous attribuons h k et k' les solutions k=i, k' = i ; k=i, X:'=2; 
k = 2, k' = J ; A- = I , k' =3; k = i, k' = 2; ... des equations 

A:-hA'=z2, A-4-A:'=3, /:4-A''=4, 

nous trouverons 

00 

■4-«o 
_^ V (__Sl2l3l , 7«V4 _, 7l^3j^ \ 



Si Ton considere les quantites qi comme petites et d'un ordre marque par 
rindice i, on peut se borner a la premiere ligne de Texpression precedente, en 
negligcant seulement le huitieme ordre. On trouve ensuite aisement, en ope- 
rant comme plus haut, 

Y I ___!. 3r^^^(fc^—kk'-\-k'^) TT 



'0 



et il en resulte 

I 37*- 3 



^ 1 I 3y* — 7 TT 

'^ I I 37^—7 TT 

^['•o]['o+2][io-4-3]- ,6 7(7«-i)(7'-4)(7*-9)'' 2^' 

TT f 3<7?<7x 7 — 3/7* "1 

( III ) = TT col - 7 3—; ^TTTT r; "*- J—i TTTT 4v; i^ 7i ^1^3 • 

^ ^ 2^ LS^(' — 9^ )(4 — ^*) 4^(1 — <7')(4 — 7*)(9 — ^*) J 



T. - III. 
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Nous nous bornerons a ces indications, renvoyant, pour le developpement 
complet du determinant, au beau Memoire de M. Hill, On the Part of the lunar 
Perigee,,. {Acta mathematicay t. VIII). C'est la reproduction, avec quelques 
additions, d'un Memoire public a Cambridge (Etats-Unis) en 1877. 

H. II nous reste a donner quelques indications sur la maniere d'eliminer les 
quantites hi des equations (3) : deux quelconques de ces equations peuvent 
s'ecrirc 

[y]^y~"Tl ^ilj-i^=^^y ' ^y 6lant except^ dans le ^? 
I 

i 

d'ou, en multipliant ces equations respectivement par n- i et — ^^"-j", de fagon 
a eliminer h^^ 

i ne doit prendre, dans cette formule, aucune des valeursy et v. On pent ecrire 
cc resultat sous la forme symbolique 

i 

On pourra de meme eliminer b^- entre deux telles relations, ct le resultat 
pourra etre mis sous la forme 

i 

dans cette formule, on ne devra attribuer a 1 aucune des valeursy, v et v'. On 
peut continuer ainsi jusqu'a ce que tons les b ayant des valeurs sensibles aient 
ete elimines; il ne restera plus que Tequation 

d'oii, en supposant que Ton ait pris / = o, 

[o]<--»-*»-»»»»*.-). 

C'est Tequation qui determine (x, dont on peut calculer ainsi la valeurnume- 
rique sans faire usage du determinant A. Cela revient a eliminer successivement 
les quantites 6/, au lieu de les chasser d'un coup. 
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CHAPITRE III. 

THlfeORIE DE LA LUNE DE NEWTON. 



12. Newton a fait le premier pas dans I'etude des mouvements de trois 
corps soumis a leurs attractions mutuelles. Ses tentatives, pour le cas general, 
ont abouti aux propositions LXVI a LXIX du premier Livre des Principes (Sec- 
tion XI), qui donnent plutot des indications que des conclusions precises sur 
les mouvements des corps. Voici deux des enonces : 

Proposiiion LXVI. — Trois corps s'attirent en raison inverse du carre de la dis- 
tance; les plus petits, P et S, tournent autour du plus grand, T. Je dis que le 
corps P, le plus voisin de T, decrira autour de ce dernier des aires qui appro- 
cheront plus d'etre proportionnelles au temps, et que Torbite de P approchera 
plus d'une ellipse ayant T pour foyer, si le grand corps T est attire lui-meme 
par les deux autres, que s'il etait en repos, ou soumis a des attractions suivant 
une loi differcnte. 

Proposition LXVIL — Le corps exterieur S decrit des aires plus proportionnelles 
au temps et une orbite plus voisine de la forme elliptique autour du centre de 
gravite des corps interieurs P et T qu'autour du plus interieurT. 

Sans suivre Newton dans ses demonstrations, nous croyons utile de repro- 
duire sa construction geometrique pour la decomposition de la force perturba- 
trice. 

Soit SN = ST {fig. O la moyenne distance des corps P et S; Tattraction de S 
sur P, a cette distance moyenne, pent etre representee par la longueur SN. 

Si Ton prend sur son prolongement un point L tel que 



(0 



SL _/SNy 
SN ~ V^p; ' 
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SL representera I'attraction exercee par S sur I'unlte de masse de P, a la dis- 
tance SP. La force SL peut ensuite se decomposer en deux autres, LM et MS, 
LM etant mene parallele a PT. 

Si I'attraction de S sur Tunitc de masse de T est representee par la lon- 
gueur ST, il faudra, dans la determination du mouvement relatif de P autour 

Fig. I. 




de T, retrancher ST de SM. II restera done, en somme, trois forces agissant 
sur P : la force dirigee suivant PT, provenant de Tattraction de T, et inverse- 

2 

ment proportionnelle a PT ; la force egale et parallele a LM, qui sera centrale 
comme la precedente, mais dont Tintensite sera beaucoup plus compliquee; 
enfin, une force egale et parallele a MT. 

Les deux premieres n'ont pas d'influence sur les aires decrites par le rayon PT ; 
ces aires sont alterees seulement par la troisieme. C'est aussi cette derniere 
seule qui modifie Tinclinaison et le noeud de Torbite relative de P autour de T. 

Dans les vingt-deux coroUaires de la proposition LXVI, Newton analyse les 
effets des forces precedentes au point de vue des derangements du corps P. Les 
considerations qui le guident sont d'une grande finesse, parfois difficiles a 
suivre, en raison de la concision du langage. 

Ces recherches, qui avaient pour but, non le calcul precis et detaille, mais 
Texplication simple des principales perturbations, ont ete dcveloppees depuis, 
surtout dans la patrie de Newton. Nous renverrons le lecteur aux deux Ouvrages 
suivants : J. Herschel, Outlines of Astronomy; — Airy, Gravitation^ an elemen- 
tary explanation of the principal perturbations in the solar system. 

Dans un beau Memoire, Theorie geometrique du mouvement des aphelies des 
planeteSy pour servir d* addition aux Principes de Newton (OEuvres, t. V), Lagrange 
a donne une demonstration geometrique elegante des formules differentielles 
qu'il avait obtenues anterieurement par TAnalyse pour le mouvement des aphe- 
lies et les variations du grand axe et de Texcentricite. 

M. Lespiault \Theorie geometrique de la variation des elements des plane tes 
(Memoires de la Societe des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux; 18G7)], 
en s'appuyant sur les Lemons professces au College de France en i856, par 
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M. J. Bertrand, et s'aidant de la consideration des couples, a pu donnerdes 
demonstrations geometriques des formules relatives aux inclinaisons et aux 
longitudes des noeuds, et completer ainsi le Memoire de Lagrange. 

Dans le meme ordre d'idees, il faut citer encore un beau travail de Mobius : 
Varialionum quas elementa motus perturbati planetarum subeunt nova et facilis 
evohuio {Journal de Crelle, t. XXXII), et TOuvrage du meme geometre, Die Ele- 
menie der Mechanik des Himmels aufneuem Wege ohne Hillfe hdherer Rechnungs- 
arten. Leipsig; i843. (^Voir aussi le tome IV des OEuvres completes de Mdbius, 
publiees par Scheibner et Klein.) 

13. Les recherches de Newton et de ses successeurs dans la voie indiquee 
ci-dessus decoulent aujourd'hui tres simplement des formules qui expriment 
les derivees des elements elliptiques d'une planete en fonction des composantes 
de la force perturbatrice, suivant le rayon vecteur, la perpendiculaire au rayon 
vecteur dans le plan de Torbite, et la normale a ce plan. 

Si Ton se reporte aux pages 433 et 436 du Tome I de cet Ouvrage, et que Ton 
designe par a, n, e, p, ^, 0, nj, e, m, r, m^, m, Y le demi grand axe, le moyen 
mouvement, Texcentricite, le parametre, Tinclinaison, la longitude du noeud, 
celle du perihelie, celle de Tepoque, la masse, le rayon vecteur, I'anomalie 
vraie, Tanomalie excentrique, et enfin Targument de la latitude pour la planete 
troublee (P); par m' la masse de la planete troublante (S), la masse de T etant 
prise pour unite, les formules dont il s'agit sont 



-77=:- — _-^^ b^smtv-hT-^), 

na-sji — e^ [S sinti^ -h T(cosa 4- cosiv)], 



de ni' 

dt I -h m 



(«) / 



dt \-\- ni 

do m' na ... ., 

-7^ = ,- - ~ W /' cos 1 . 

dt 1 -h m 4/1 ^s 

d^ m' na _,^ . ^ 

sincp-T- = — - - — rr^Wrsinl, 
^ dt H- //^ y/j _ e^ 



dm m' , / rf ^ ^/ r\ . 1 . .0 dQ 

e-7- ~ na-\,U — e* — S costv -h T iH — simv -h 2esm*-^ -77* 

dt 1 -^ m ^ L \ PJ J 2 ."' 



ds OLm! ^ e^ dxs , , ^o dO 

7 ^ ^; -h'2\fi-e^sm^l -^, 



-7- =r -naTir-k- - 



dt \ •\- m \ ^yji ^^ Qt dt 1 dt 

fw'S, f/n'T et f/n'W designant les projections de la force perturbatrice sur les 
trois axes rectangulaires consideres plus haut (rayon vecteur, etc.). 
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Representons par a:r',y, z' les coordonnees de la planete perturbatrice relati- 
vement a des axes paralleles menes par le centre du Soleil, par r^ son rayon 
vecteur et par A sa distance a la planete troublee, et nous aurons (t. I, p. 466) 



W 






IV X , 



Ce que dit Newton de la proportionnalite plus ou moins approchee des aires aux 
temps decoule immediatement de la troisieme des formules (a). 

Ses remarques sur les variations de rinclinaison et du noeud ne sont en 
quelque sorte qu'un commentaire, en langage ordinaire, de la quatrieme et de 
la cinquieme des memes formules. 

14. Entrons, a ce sujet, dans quelques details : du point S comme centre 

Fig. 2. 




(y?^. 2), avec ST comme rayon, decrivons un cercle qui coupe Torbite en deux 
points C et D, pour lesquels on aura A = r' . 

TC 
Si le corps S est tres eloigne, de faQon que le rapport j^ soit petit, les 

angles CTS et DTS seront tres voisins de 90^, et les positions C et D du corps P 
differeront peu de celles des quadratures. 
La troisieme des formules (a) donne 



dt 14-m -^ \A' r"/ 



Quand P passe en C et D, le facteur ^ 7^ change de signe; en A et B, il en 

est de meme pour Tautre facteur y. On en conclut aisement que Taire decrite 
en un temps donne par le rayon vecteur PT re(,^oit sa plusgrande augmentation 
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dans les syzygies, et sa plus forte diminulion dans les quadratures. Cest ce que 
Newton montredircctemcntdanslccorollairen de la proposition LXVI, en remar- 
quant que la composante de la force perturbatrice, qui est parallele a ST, est la 
seule a modifier les aires, et que, de C en A et de A en D, cette composante est 
dirigee vers la gauche de la figure, tandis que, pour I'autre moitie de Torbite, 
clle est dirigee vers la droite. Si on la decompose en deux forces. Tune dirigee 
vers le point T, Tautre normale au rayon vecteur, on voit que la derniere aug- 
mcntera I'aire de C en A et de D en B, et la diminuera dans les deux autres qua- 
drants. 

Newton en conclut (corollaire III) que, toutes choses egales d'ailleurs, le 
corps P se meut plus vite dans les syzygies que dans les quadratures, et ensuite 
(corollaire IV) que Torbite de P est plus courbe dans les syzygies que dans les 
quadratures. Ces deux propositions supposent que I'excentricite propre est 
nulle. On a, en designant par V et V la vitesse en C et A, par p et p' les rayons 
de courbure correspondants, et par N et N' les composantes normales de la 
force, 

p -IS, ^, -IN, 

d'oii 

Or on a V'>V; en C, la composante normale de la force perturbatrice est 
nulle, et elle est negative en A; d'ailleurs, la composante normale provenant de 
Tattraction de T est la meme dans les deux cas. On a dorx 

N'<N et, par suite, 9'>9' 

II en resulte (corollaire VI) que, toutes choses egales d'ailleurs, le corps P 
s'ecartera plus de T dans les quadratures que dans les syzygies. 

La plupartdes autres corollaires de Newton fournissent des donnees sur les 
variations des elements elliptiqucs quand deux des composantes S, T et W sont 
nulles. Supposons d'abord T = o, W = o, S < o, de sorte que le corps P soit 
soumis a une force perturbatrice centrale. 

Les formules (a) donneront 

de m' f r -ic • dp 

dt iH- //I ^ ' dt * 

dts m' ^ I ,^ 

e -77 = no} v i — ^* S cos nf\ 

dt I H- m ^ 

Done, Texcentricite croit quand P va du perihelie a I'aphelie; elle decroit 
dans Tautre moitie de Torbite. Soient A et B les extremites du grand axe , C et D 
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les points de I'orbite situes sur une perpcndiculaire a AB menee par le point T. 
On aura, sur Tare DBC, 

dm 
costv>o, -^- >o; 

le grand axe tournera dans le sens direct. Sur Tare CAD 

drs 
cos<v<o, 'di ^^' 

la rotation se fera dans le sens retrograde. 

Un changement de sens de la force S echange Tune dans Tautre les deux con- 
clusions precedentes. 

Supposons, en second lieu, S = o, W = o, T>o; la force perturbatrice est 
done normale au rayon vecteur et agit dans le sens du mouvement. Les for- 
mules (a) donnent 

da Oi tn' na^ , p 
dt \ -\- m r/f— e* f 

d\lp m' f 



dt 




I -h m 


de 


~ 


m' 


dt 


I H- m 


edrs 




m' 



dt I ■+■ m 



na^\J\ — <?*T(cosw -f- cosiv), 



a Qip augmentent sans cesse, et il en est de memo de la duree de la revolution. 
Entre le perihelie et Taphelie, le grand axe tourne dans le sens direct; son 
mouvement est retrograde dans Tautre moitie de Torbite. On a 

6'cos^ii' -h ?-Cosn' -4- e e(vA)^\v -4- a) (costr -+- (3) 
cos// 4- COStV^i: rz: !— , 

i-f-ecosiv i-t-ecosiv 



I — y/i — e* ^ _ I -h v/i — e* 

e ^ e 

Les points pour lesquels on a 

COSiV^: — a, 

et, par suite, 

de 
cosa -h costv = o, ~=o, 

sont voisins des points C et D, dont on a parle plus haut, si e est petit. On pent 
done dire que, sur Tare DBC, e augmente, et diminue sur Tare CAD. 
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Les corollaires 6-10 de Newton contiennent une bonne partie des resultats 
ci-dessus. 

Enfin, supposons S = o, T = o, W < o ; les formules 

dO m' na -,^ . ^ 

smqp-y-:^ -^ nrzWrsini, 

^ at 1 -+' m i / , gt 

do m' na „. ^ 

-^ — ■ - Wrcosi 

dt I -h m i/i gi 

pernaettent de determiner les signes de -jj ^^^^ -^ d'apres ceux de sin Y et de 

cosY. Ainsi, tant que la planete reste au-dessus du plan de reference, on a 

sinY>o, ^7< o, le noeud retrograde. Quand P passe en dessous du plan fixe, 

si W garde le signe — , le noeud, a un mouvement direct. 

Cc que nous dirons plus loin prouvera que Newton connaissait Texpres- 

sion (a) de ^ a Taide des composantes S et T de la force perturbatrice et, tres 

probablement aussi, celles de ^ et -—- J'incline a penser qu'il connaissait 

toutes les formules (a), mais qu'au lieu de les publier il a prefere en tirer un 
grand nombre de propositions geometriques qu'il a obtenues en ne considerant 
chaque fois que Teffet de Tune des composantes. 

15. Avant d'indiquer les beaux resultats auxquels il est arrive dans la theorie 
de la Lune, il convient de rappeler ce que Tobservation avait appris sur les 
mouvements de notre satellite. 

On savait que la Lune peul etre supposee se mouvoir dans une orbite ellip- 
tique dont deux elements eprouvent des variations considerables; la ligne des 
noeuds est animee d'un mouvement retrograde presque uniforme, en vertu du- 
quel elle decrit Tecliptique en i8 ans f environ (6793 jours); il y a en outre 
une petite inegalite periodique qui pent ecarter le noeud ascendant de sa posi- 
tion moyenne de 1*^26' en plus ou en moins. L'inclinaison garde une valeur 
moyenne constante et oscille entre S^^o' et 5*^18'. 

L'ellipse tourne dans son plan dans le sens direct, d'un mouvement presque 
uniforme, en vertu duquel le perigee effectue une revolution en un peu moins 
de 9 ans (3-233 jours); il y a en outre une inegalite periodique qui pent ecarter 
le perigee de sa position moyenne d'environ 8°4i' au maximum, en plus ou en 
moins. 

La longitude de la Lune est affectee de trois inegalites periodiques princi- 
pales : 

Vci^ectlon , 

i°i6'26''sin[2(0 -C) — C], 

T. - in. 5 
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en representant par et C les longitudes moyennes du Soleil et de la Lune, 
par X, Tanomalie moyenne de la Lune ; 

La variation, 

SQ^So^sinaCO - - C)\ 

V equation annuelie, 

— ii'io'sin?', 

oil J^' designe Tanomalie moyenne du Soleil. 

On voit que les derangements de la Lune sont considerables et s'effectuent 
dans des periodes relativement courtes. 

16. Parmi les inegalites du mouvement de la Lune en longitude, Newton n-a 
developpe que la variation, et la methode qu'il a suivie parait a Laplace une 
des choses les plus remarquables des Principes; nous allons en donner une 
idee, en traduisant les resultats en formules avec les notations actuelles. 

Newton fait abstraction de Texcentricite propre et de Tinclinaison de Torbite. 

Fig. 3. 




Soient (^g. 3) S le Soleil, T la Terre, P la Lune, ABCD son orbite, L un point 
pris sur SP de faQon que 



(0 



SL _ /STy 

ST ""VSiV 



Les attractions du Soleil sur les unites de masse de la Terre et de la Lune 
pourront etre representees par les droites ST et SL. Pour etudier le mouvement 
relatif de la Lune autour de la Terre, il faut appliquer a la Lune une force ST 
egale et contraire a Tattraction du Soleil sur la Terre. La resultante de LS et ST 
est la force LT que Newton decompose en deux autres LE et ET, Tune perpen- 
diculaire, Tautre parallele a PT. La composante LE est la seule qui modifie 
les aires decrites par le rayon vecteur de la Lune; nous allons calculer son 
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intensite. Si Ton prend SK = ST, on aura 

ST = SP -4- PK, SL =: SP 4- PL ; 

en portant dans Tegalite (i) et simplifiant, il vient 

3sp!pk 4- ssp.pkV pk^ pl.sp*, 

d'oii sensiblement, a cause de la petitesse du rapport pw^j 

. PL^SPK. 

On a ensuite, dans le triangle rectangle PEL, 

LE = PL sinEPL = 3PK sinTPK, 
TE 4^ TP =1 PL cosEPL :rr 3 PK cosTPK, 

d'oii, en remarquant que Tangle PKT differe tres pen de 90°, 

|LE-3PKi^, 

I TE=.3PK~p -TP. 

Soient u et o' les longitudes geocentriques de la Lune et du Soleil, r le rayon 
vecteur SP; Tangle TPK peut etre pris egal a u' — u, et il vient 

LE = 3TP sin (u' — u ) cos(u' — u) , 
TE = TP[3cos''(u'-u)-i]. 

Pour avoir les intensites absolues des composantes, il faut prendre les rap- 
ports des longueurs LE et TE a ST et multiplier ces rapports par 

^-n-ST, 
ST 

en designant par m' et n' la masse et le moyen mouvement du Soleil. On trou- 

vera ainsi 

3/i'«TPsin(u'~u)cos(u'-y), 

/i'»TP[3cos*(u'-u)^i]. 
La force centripete qui produit le mouvement circulaire de la Lune est egale 

n' 

a /i^TP; representons par /w le rapport — du moyen mouvement du Soleil a ce- 



Digitized by 



Google 



36 CUAPITRE III. 

lui de la Lune; nous pourrons prendre, puisque nous negligeons les excentri- 
cites, 

et si nous adoptons pour unite de force ['attraction moyenne de la Terre sur la 
Lune, nous aurons 

i force LE = 3m«sin(m — i) jcos(m — i)'j = (T), 
IforceET^ /w* [3cos'(m - i) y — j] =(S). 

La force centripete totale s'obtiendra en retranchant la force ET de Tattrac- 

k 
tion -^ de la Terre sur la Lune; on pourra ecrire 

}^ 
(3) force cenlrip^le = - [i -h m*— 3m'cos*(m — i)u] — F. 

Newton cherclie cnsuite Taccroissement de Taire elenientaire produit par les 
deux coaiposantes (S) et (T). La premiere ne donne lieu a aucun changement; 
la seconde occasionne une variation de la vitesse normale au rayon vecteur, 

r— -, et 1 on a 
at 



"H<). 



La force (T) laisse d*ailleurs r invariable. On a, dans ces conditions, 

(4) -Vr'^='m- 

Le procede de Newton revient en somme a ce qui precede. La relation (4) est 
identique a la seconde des formules (a) du Tome I de cet Ouvrage (p. 88); 
elle equivaut aussi a la troisienie des formules (a) du present Volume (^p. 29). 

On a ensuite, en rempla?ant (T) par sa valeur (2), 



:(':!). 



3 
(5) ^-7^^^ ~ - m*/-sin2(//i — i)'j. 

at 1 ^ * 

Si Ton prend comme unite de distance la valeur moyenne de ret que Ton 
remarque que Ton a deja suppose la force centripete moyenne — ^ i, on voit 

r 

que la vitesse moyenne de la Lune devra etre censee egale a Tunite. On pourra 
done prendre, dans le second membre de la formule (5), dt = d\j, et il en resul- 
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tera 

.d'j 3 , /* . , . , 

r' -r- = -/w' / Sill 2 (m — i)uay. 
dt 1 J 

Newton calcule cette quadrature par un procede indirect; nous nous borne- 
rons a en ecrire immediatement la valeur, et nous aurons, en designant par h 
une constante arbitraire, 

, flfy , 3 m* , . 

r* -J- = A 4- 7 cos 2 ( m — 1 ) u. 

dt l\ \ - m 

La constante h est ties voisine de i , puisqu'il en est ainsi de r et de -^ ; il vient 
done 

(6) ^ 37 ~ ^ M -^ 7 cos2(m — i)i> . 

^ ' dt y (\ i- m J 

On pent remarquer que h est la valeur moyenne de r*^ ; c'est celle qui repond 
aux octants, car, en ces points, 

cos 2 ( m — I ) U rrr COS ( 2 u' — 2 U ) =- O. 

17. Le carre de la vitesse V de la Lune est 

_,, dr^ , dyj^ 

dr^ 

mais, si Ton n6glige Texcentricite, ^ est de Tordre du carre de la force per- 

turbatrice et pent etre omis; il vient ainsi, en tenant coinpte de la formule (6), 
et en negligeant m\ 

V-rr- -- iH C0S2(W — l)u . 

/•* L 2 I - - m 'J 

Soient i — a? et i -ho? les valeurs de r dans les syzygies (u'~ u = o ou 
= 180'') et dans les quadratures (u'— u = dt 90°), V, et V„ les valeurs corres- 
pondantes de V. On aura 



V--— ^-r.. !_^VY 

* ■" (I — ^)* V 2 I ~m) 

3 J7i^ 
V} _ /i-i j:'\' 2 I — //i 



'^ 



21 — ni 
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Soient p, et po les valeurs du rayon de courbure dans les syzygies et dans les 
quadratures; les forces centripetes correspondantes seront, d'apres Ic theoreme 
d'Huygens, dans le rapport 

VJ pi \i — a:J\ I— m/p, Fo 

Mais, d'apres la formule (3), on a 

I 2m» p _^ «-Hm* . 

si Ton porte ces valeurs de F© et F^ dans la relation precedente, il vient 

( I 4 I i-^ i_z I - - 3m*, 

\ I — m/pi 

d'ou 

(7) Po^,„3m«(i-f ^'-); 

^ pi \ i-mj' 

c'est ainsi que Newton a determine le rapport des rayons de courbure de Forbite 
dans les syzygies et dans les quadratures. 

Pour determiner iT, Newton considere Torbite lunaire dont il s'agit ici (on a 
neglig6 Texcentricite propre) comme une ellipse mobile dont la Terre occupe le 
centre et dont le perigee suit le Soleil, de maniere que le petit axe de Tellipse 
correspond toujours a la syzygie et le grand axe a la quadrature. Laplace dit a 
ce sujet : « Cette consideration est exacte, mais elle exigeait une demonstra- 
tion ( * ) ; ... ces hypotheses de calcul, fondees sur des aperQus vraisemblables, 
sont permises aux inventeurs dans des recherches aussi difficiles. . . . ». On aura 
done, dans cette hypothese, 

1 sin'(u'-u) cos'(w'— u) .^ ,, 

r* 6* a' 

d'oii, avec la precision adoptee jusqu'ici, 

ab\/2 



ou encore, en remarquant que la valeur moyenne de r a ete prise pour unite 



(*) Newton avail d6montr6 que le rayon de la Lune est plus grand dans les quadratures que dans 
les syzygies {voir la p. 3i de ce Volume). 
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et que I'on doit avoir r=i'~x dans les syzygies et r — i 4- a? dans les quadra- 
tures, 

r=zi— j7COS2(m — i)u. 

On trouve sans peine, en partant de cette derniere expression de r et negli- 
geant x^, que le rayon de courbure p en un point quelconque a pour expression 



P- 



I - 2 a? cos 2 (m — i)u 



r — 



d^r I -[i-h4(i — /w)'] ^C0S2(m — i)u' 



il en resulte 



Pi 



2J? 



Po 



Po = 



I -h 2j: 



i-+-a:[i -^ 4(i — m)*] 



Pi 



En comparant a la formule (7), il vient 



I 4- 



(8) 



JT ir: -m 



— m 



2 4(l-~'W)*— 1 



Si Ton remplace m par sa valeur numerique m = 0,07/18, on trouve — pour 
le rapport - ""— des deux axes de Tellipse. 

18. Pour conclure de la Tinegalite designee sous le nom de variation, Newton 
remarque qu'elle provient, en partie, de I'inegalit^ des aires elementaires de- 
crites par le rayon vecteur de la Lune, et, en partie, de la forme elliptique de 
Torbite. Supposant que la Lune se meuve dans une ellipse ABCD (Jig. 4)autour 




de la Terre en repos, placee au centre, il remarque que, si le rayon TP decrit 
des aires CTP proportionnelles aux temps, la tangente de Tangle CTP sera a 
la tangente de la longitude moyenne correspondante comptee a partir de TC, 
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dans le rapport ^ = ^^^ = -5; puis que la description de I'aireCTP, lorsque 

la Lune passe de la quadrature a la syzygie, doit etre aeceleree, de sorte que sa 
Vitesse (vitesse areolaire), dans la syzygie, soit a celle de la quadrature dans le 

3 , 
I 4 7 m* 

rapport — ^ » et que Texces de cette vitesse, a un moment quelconque, sur 

4 
celle de la quadrature, soit proportionnel au carre du sinus de Tangle CTP. 
C'est, dit-il, ce que Ton fera assez exactement si Ton diminue la tangente de 



I — V m^ 



V '-i-'' 



Tangle CTP dans le rapport 1 ^ Par ce moyen, Newton trouve que la 



tangente de Tangle CTP sera a la tangente de la longitude moyenne dans le 
rapport 



l-^^ / [ l\"^ _ 68,6877 ^ 

I r ^ \ / 3 , ~" 70 



La difference des deux angles sera maximum dans les octants, ou, la longitude 
moyenne etant de 4^'*'. la longitude vraie sera Tangle dont la tangente est 

-- - — ^> soit 44''27'28"; en retranchant de 45'*>on a 32'32"pour la plus grande 

valeur de la variation. 

11 en serait ainsi si la Lune, en passant de la quadrature a la syzygie, decri- 
vait un angle CTA rigoureusement egal a 90°. Mais, en raison du mouvement 
du Soleil, il faut augmenter le nombre precedent dans le rapport des durees 
des revolutions, synodique et siderale, de la Lune, ce qui donne 35' 10"; c'est 
peu difl^erent de la valeur trouvee par Tobservation. 

Nous pouvons verifier la premiere assertion de Newton : 

L*ellipse immobile, decrite conformement a la loi des aires, donne lieu aux 
formules 

, dv I sin* (' cos' v 

at /•* a* 6* 

tangp ~ - tang A/, A -- -— . 
o ao 

Si Ton fait 

, ^^ ,, I sin'c' cos'i^' 

tangr ==>.langA^ ^,^ .^ ___ 4- _^ ., 
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on trouve aisement 

(Q) c'- ^- • 

done, dans les quadratures, 

hi zzzo, c':=z 0^lh~c\; 

dans les syzygies. 



On a done 









et il en resulte, a eause de la formule (6) qui donne ~, 

, I — jc / 3 m' \ , 

lang v' = 1 — 7 langA^, 

^ I 4- J? \ 4 > — mj ® 

ce qui est la formule proposee par Newton. Comme X, a et 6 sont voisins de i, 
Texpression (9) de & varie du reste a fort peu pres proporlionnelleraent a 
sin* A/, et e'etait une condition qu'il fallait realiser. 

Pour obtenir Tinegalite elle-meme, il est plus simple d'operer comme le fait 
Laplace dans son analyse de la theorie de Newton (Me'canique celeste, t. V, 
Livre XVI). L'equation (6) donne, en rempla^ant r par i — a:cos2(77i — i)u, 

^=/.[.4-(2a^4-|^)cos2(,;.-0.], 

d'oii 

3 m« 

'2JC ~h y 



•J ^ hi -h const, -h : : — sin2(i — /n)j; 

'2(1 — //O 

le terme periodique represente I'inegalile cherchee. Son maximum est 

3 m- 

4 I — ffi 



2(1 — m) 

ou bien, en rempla^ant^ par sa valeur et reduisant, 

3 m* ( 1 1 — 1 2 m 4- 4 'w' ) 
8(1 — m)*(3 — 2m){i — 2 m) 

19. Newton s'occupe ensuite des variations du noeud et de Tinclinaison, et 
T. - III. 6 
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trouve, par des considerations geometriques, ces expressions des mouvements 
horaires^et^J, 

S — — — Sm^/i siii(j— d)sin('j'— ^)cos('j--u'), 

I do 

/ -^ ==— 3/n*/i9cos('j — 9)sin('j'— d)cos('j — u'), 

oil n designe le mouvement horaire de la Lune. Ces valeurs sont identiques a 
celles que fournissent les formules (a) et {b)\ en effet, dans ces dernieres, 
z' designe la distance du Soleil au plan de Torbite de la Lune, el la considera- 
tion d'un triangle rectangle facile a aperce.voir donne 

z'=:— /-'sin 9 sin ('j'— 0). 

On a, d'ailleurs, en negiigeant Tinclinaison, 

A* = r'-i- /•'*— 2/r' cos(j — u' ), 
d'oii 

^i--7i[*-7rCos(v-y)^--J , 
et, en developpant'suivant les puissances de ^, 

i = p8 [i + ^cos(u-u') + ...J. 



On trouve done 






ct les formules (a) et (6) donneront, en remarquant que Y = u — 0, 

dO 3 m' n a/^ 

^--7^:^ -,^=-777 sin(u-.6)sm('y-6)cos(-.-u'), 

do 3 m' n ar^ . 

Mais on a 



I 4- m n^a^ 



=./n* 



etil en resulte que les formules (10) et (11) coincident quand on neglige les 
excentricites. 

Newton remarque ensuile que le mouvement lioraire du noeuxl est tantot 
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accelere et tantot retarde dans le cours d'une lunaison; il prend la valeur 
moyenne qu'il appelic le mouvement horaire mediocre. On a, par une transfor- 
mation facile, 

^ — m«/isin(u'— e)[sin(u'— 0) -hsin(2u — u'— 0)]; 

le terme dont Targument est 2u — u'— 6 prend, dans le cours d'une lunaison, 
des valeurs positives et negatives qui se detruisent a fort peu pres, et il en 
resulte, pour le mouvement horaire mediocre, 



dO 3 ,. 3 . 3 

I 



(i2) ^ ~ m*/isin*('j'--^)=-— jm^n 'h j m-n cos 2 (j' — 6), 



quantite qui ne devient jamais positive. Newton calcule la valeur moyenne 
de J- par un procede qui revient a poser u'— = ^, d'ou, en negligeant Tex- 
centricite du Soleil, 

mn dt-dd-d^, de = -^m ^^ d^. 

. I H- - msin*d/ 
2 ^ 

Entre deux passages consecutifs du Soleil par le noeud, varie de 

3 r^ sin'il; ^. 3/9 \ 

-2'^ / 3 d^ = -^ml^.^lm^.,,j.n, 

Newton a determine cette integrale par un procede special. Pour avoir I'ac- 
croissement de 6 pendant une revolution siderale du Soleil, il faut diviser par 

1—7/71, ce qui donne 
4 ^ 



_^;n(i-?m4-...)27r. 



En multipliant par — > on a le mouvement horaire mediocre 

3 , 9 , 

4 o 

obtenu par Newton qui y ajoute encore un petit terme correctif inexact de 
Tordre de m* ; mais il arrive finalement qu'il avait calcule la duree de la revolu- 
tion des noeuds de la Lune a moins de 7 — de sa valeur. II avait trouve en outre 

400 

dans 6 un terme en sin2(u'— 0), correspondant a une inegalite decouverte par 
Tycho Brahe et ayant a fort peu pres le meme coefficient. 



Digitized by 



Google 



/j/J CIIAPITRE III. 

Pour ce qui conccrnc I'inclinaison, la seconde des formules (lo) donne 
-J- -=^ m*/i(psin(u'— S)[cos(u'— 0) h-cos(2u — u'— 0)]; 

en negligeant le terme en cos(2u — u' — 0) qui se detruit a tres peu pres, 

Newton obiient, pour le mouvement horaire mediocre de Tinclinaison relatif a 

la duree d'une lunaison, 

3 
-- 7 ni^n 9 sin2(u'— 9). 

Pour Tensemble des positions du Soleil, cette quantite s'annule, de sorte que 
rinclinaison a une valeur moyenne constante ; il n'y a qu'une inegalile perio- 
dique principale en cos2(u'— 0), qui cadre bien aussi avec ce que fournit 
Tobservation. 

Dans le scolie final qui termine la theorie de la Lune, Newton dit : « Qu'il 
a voulu, par les determinations precedentes des mouvements lunaires, montrer 
comment on pent y parvenir au moyen de la cause qui les produit. » II annonce 
ensuitc avoir irouve plusieurs autres inegalites, sans exposer les methodes par 
lesquelles il y est arrive. Il'dit notamment avoir reconnu T^quation annuelle, 
et Tavoir trouvee de i i'5o" (la vraie valeur est de ii'io"). 

20. Un Ouvrage public tout recemment jette un nouveau jour sur les progres 
que Newton avait fait faire a sa theorie de la Lune ; il a pour titre : A Catalogue 
of the Portsmouth Collection of Books and Papers written by or belonging to Sir 
Isaac Newton (Cambridge, i888). 

Les manuscrits de Newton, apres avoir passe en diverses mains, apparte- 
naient, en dernier lieu, au comte de Portsmouth, qui les a livres a TUniversite 
de Cambridge, en la priant de faire un choix et de conserver pour elle toutce 
qui se rapportait directement a la Science. Une Commission, composee de 
MM. H.-R. Luard, G.-G. Stokes, J.-C. Adams et G.-D. Liveing, fut nommee le 
6 novembre 1872, a TefTet d'examiner et de classer les tres nombreux papiers 
de Newton. Nous lisons, dans la Preface de TOuvrage en question, que Ton n'a 
trouve de resultats importants et non publics que sur trois theories : celle de la 
Lune, celle de la refraction atmospherique, et la determination de la forme du 
solide de moindre resistance ; les manuscrits correspondants etaient souvent en 
mauvais etat, ayant soufTert du feu et de Thumidite. Le plus interessant se 
rapporte au mouvement de I'apogee lunaire : Newton etablit d'abord deux 
lemmes qui font connaitre le mouvement de I'apogee dans une orbite elliptique 
d'excentricite tres petite, tel qu'il resulte d'une force perturbatrice agissant 
dans la direction du rayon vecteur ou dans une direction perpendiculaire. Ces 
deux lemmes etaient rediges avec soin, comme s'ils avaient ete prepares pour 
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rimpression, devant figurer sans doute dans une nouvelle edition dcs Principes, 
Newton fait ensuite Tapplication de ses deux lemmes pour trouver le mouve- 
ment horaire du perigee, et ii arrive a un resultat qui pent etre represente par 
la formule 

IH C0S(2U'— 2cy) 

('^^ -dF^"" ^SM ^ 

d'apres la Preface, la deduction de cette formule n'est pas entierement satisfai- 
sanle, et les corrections apportees au manuscrit montrent que Newton n'etait 

pas bien sur du coefficient —• 

Nous verrons plus loin que la formule exacte, limitee a ses premiers termes, est 

-^ =: jm*n[i -h Dcos(2u'— 2cj)j; 
on a, d'ailleurs, 

m = 0,07480,- ^m^^.^; 

il en resulte la meme formule (i3), sauf que le facteur ~ est remplace par 5. La 

Preface ajoute que Newton deduit, tout a fait correctement, de la formule (i3), 
que le mouvement moyen annuel de Tapogee est de 38*^5 i'5i", tandis que cclui 
qui est donne dans les Tables astronomiques est de 4o''4''»5. 

Nous dirons, en terminant, que la portee des deux lemmes de Newton se 
comprend mieux si Ton remarque que la sixieme des formules (a) donne, en 
supposant I'inclinaison nulle, 



? -^ = H — S cos w -h T ( IH — ) sin w , 



oil H designe une conslante. Quand on neglige aussi I'excentricite dans le 
second membre, cela devient 

e-zj — H(— Scos«'-i-aTsin<iP'). 

Les deux lemmes de Newton reviennent a la demonstration de cette formule, 
lorsque S ou T est nul. 
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CHAPITRE IV. 

THEORIES DE LA LUNE DE CLAIRAUT ET D'ALEMBERT. 



21. « Dans le Livre desPrincipes, Newton, apres avoir assigne la cause des per- 
turbations du mouvementelliptique de la Lune, a fait voir, de plus, comment on 
pouvait calculer les grandeurs d'une partie d'entre elles avec assez d'exactitude 
pour fournir deja une confirmation remarquable de ia gravite universelle. Mais 
Clairaut est le premier qui ait donne une theorie du mouvement de la Lune, 
fondee sur Tintegration, par des series, des equations differentielles du pro- 
bleme des trois corps, qu'il avait obtenues en meme temps qu'Euler et d'Alem- 

bert(*). » 

Clairaut suppose d'abord que le mouvement se fasse dans le plan de Teclip- 
tique; soient ret (^lescoordonnees polaires de la Lune, Torigine etant au centre 
de la Terre ; S la composante de la force motrice suivant le rayon r, comptee posi- 
tivement dans le sens du prolongement de r; T la composante perpendiculaire, 
comptee positivement dans le sens des longitudes croissantes. Les equations 
auxquelles arrive Clairaut peuvent se deduire des formules (a") de notre Tome I, 
page 91, en y supposant u = -• Elles sont, en prenant ^ pour variable indepen- 
dante et designant par h une constante arbitraire, 



r I 


Si 


dv 

2 r^ . . \ 


=: 



(1) Gette citation est emprunt^e au M^moire de Poisson : Sur le mouvement de la Lune autour de 
la Terre, 
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ou, ce qui revient au meme, 

(I) dt=i 



, . r h* dv 

(3) p.--±yT/'rf.. 

Clairaut pose ensuite, en designant par M le produit de la somme des masses 
de la Terre et de la Lune par la constanle f. 

* , T dr 

(4) a-^ ^^^-^ -. 

moyennanl quoi la formule (2) devient 

(6) ^+u + a=o. 

•7J est la force centrale qui produirait le mouvement eiliptique; la force per- 

turbatrice de ce mouvement est done representee par ses composantes — $ etT, 
relativement aux axes rectangulaires mobiles definis plus haut. 

22. Clairaut multiplie Tequation (6) par co^vdv\ il integre, et trouve, en de- 
signant par c^ une constante arbitraire, 



d^ 

dv 



cos^ -h Usint'-h / i^cos^c/v : 



11 multiplie cette nouvelle equation par — ^, integre, et designe par c, une 
nouvelle constante arbitraire, ce qui lui donne 



COS! 



; h/( / Qcos^'c^i'Wtangi^iir Cotangt>4-C|, 

ou encore, en integrant par parties, 

4- langi' / i2cost'c/i'— /Qsinf rfr = Colangr-f- cj. 
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En tirant de la L- pour le reporter dans la formule (5), il vient 

(7) rj— ^ I — Ct sint* — c, cosr-+-A, 

Jn /* 

en posant 

(8) A = siDi'/ Qcosvdi^ — cosi' I ilsin%fdi\ 

Si Ton suppose A = o, on retrouve reillpse de Kepler. 
23. La quantite A se calculerait aiseraent, si Ton avail mis Q sous la forme 

(9) Q—^AiCosii', 

i designant une serie de quantites reelles quelconques. 

Les formules (8) et (9) donnent en effet, par un calcul facile, 

A =2 r=li ^^^'^ - cosi'^ 7Z~i' 
d'oii, en ayant egard a la formule (7), 

^'^^ ff7 "^ ' '"^•^'"^ ~ cost'^c,— 2 TTirr) ""2 i^i ^^^'**- 

On aurait done ainsi Tequation de Torbite, avee les coordonnees polaires r 
eii^. On peut disposer de la direction de Taxe des x de maniere a avoir Co= o, et 
si Ton fait 

il vient 

Le rapprochement des formules (9) et (12) montre que chaque terme du de- 
veloppement de Q engendre d'une maniere tres simple un terme du developpe- 

ment de -• ^ 

r 

Les formules souffrent un cas d'exception pour t = i ; car alors le denomina- 
teur «^ — I s'annule. II est facile de voir comment la formule (12) doit etre mo- 
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(lifiee, en rapprochant les deux termes 

I A/ I A/ . A/ cos i' — cos I i' 

cosi' -= cosa' 1= 



p /*— I p P— I p «*— I * 

cette expression, lorsque i tend vers i, se presente sous la forme -» et elle a 

pour limite 

A//^sinic'\ __ A, 
\ 2£ )i=~Vp^ 



rsinr. 
P 



Si i'on n'avait rien neglige pour mettre £2 sous la forme (9), en raison du 
facteur {^ qui croit au delk de toute limite, on pourrait affirmer que le terme pre- 
cedent finirait par eloigner de plus en plus Torbite de la forme elliptique. On 
n'aura pas le droit de formuler la meme conclusion si Ton a neglige quelques 
quantites pour mettre Q sous la forme indiquee; tout au plus pourra-t-on en 
deduire qu'on ne devra compter sur Texactitude de la solution que pendant un 
petit nombre de revolutions. 

Clairaut remarque ensuite que Ton devra accorder la plus grande attention 
aux termes du developpement (9) de £2, dans lesquels 1, sans etre rigoureuse- 
ment egal a i, en differerait seulement d'une quantite tres petite; car ces 

termes, en passant de fi a -> acquierent le petit diviseur 1^— i, et peuvent 

devenir tres sensibles dans i» alors meme qu'ils I'etaient peu dans (2. 

Les termes pour lesquels i est voisin de o meritent autant d'attention; il est 

vrai qu'ils ne changent presque pas en passant de £2 dans -; mais, quand on 

veut avoir / en fonction de v par la formule (i), on est ramene a des integrales 
telles que 



/ 



cosif dv — — ; h const., 



et le d^nominateur i est tres petit. 

Ces termes, dans lesquels i difffere peu de i ou de o, constituent la plus grosse 
difficulte du problfeme. Quant aux autres, on pourra les calculer d'une fa?on 
plus sommaire. 

24. Clairaut considere un cas interessant, deja examine dans les Principes de 
Newton, oil Ton aurait constamment 



et ^ — T-, 



T. - 111. 
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de sopte que ia Lune serait attiree seulement par la Terre, I'attraction etant 



--(^^)• 



Traitons directement ce cas, en remontant aux formules (2) et (3) qui 
donnent 

ou bien 

On pent integrer cette equation lineaire; en designant par H une constante 
arbitraire et disposant de ia direction de I'axe des x, il vient 



— M^Hcos(^.^i--^j. 



L'expression qui en resulte pour rest de la forme 

I -4- e COSfxr 

oil Ton a 



La trajectoire presente une serie de maxima et de minima du rayon r; I'inter- 
valle angulaire compris entre un maximum et le minimum suivant est 



TT 



H- / kM 

de sorte que la lignc des apsides tourne dans le sens direct avee une vitesse 
egale a la vitesse moycnne du rayon vecteur, multipliee par 



/ AM 



On peut ecrire 
en faisant 



I -H e' cos ( (' — Gj' ) ' 



liT'=(,-^)r; 
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ce qui prouve que, dans ce cas, la Lune se mouvrait encore sur une ellipse 
ayant son foyer au centre de la Terre; mais le grand axe de Tellipse tourne- 
rait, dans le sens direct, de la quantite indiquee. 

Glairaut remarque ensuite expressement qu'une ellipse invariable ne pent pas 
servir de point de depart aux approximations successives, car les observations 
nous apprennent que le perigee accomplit une revolution en neuf ans environ. 
Done, au bout de quatre ans et demi, le perigee s'^change avec Tapogee, de 
sorte qu'il vaudrait mieux alors supposer Torbite circulaire. II en conclut qu'il 
faut prendre une ellipse mobile representee par Tequation 



ecosixv 



25. Expressions des composantes ^ et T. — II serait bien facile de les 
deduire des formules du Chapitre precedent, mais nous preferons les retrouver 
directement. 

Soient X et Y les composantes de la force perturbatrice, paralleles aux axes, 
X eiy les coordonnees de la Lune, x' ety\ / et ^' celles du Soleil, D la distance 
de la Lune au Soleil, M' le produit de la masse du Soleil par la constante f. On a 

d'oii 

On a, d'ailleurs, 

jc — r cos V 9 j=:/sinr, x'=z r' cosv', j'^=r's'ini>\ 

jcjc'-^yy— rr' cos (i' — v')y a^'y —y' a: — rr' sin {v — c'), 

D'=:/'4- r'*— 2/r'cos(<^— i^'), 

_i 

I if 2/' '''I ' 

i)3 = ;:7i[i-— cos(i^-i>0 + 77ij > 

d'oii, en developpant suivant les puissances de p (^quantite voisine de — j> ct 

negligeant^, 

I if 3/- , ,,1 

\)^=^7-^['-^lT<^os(.^.')^. 

11 en resulte 

* =z :^ [I - 3 cos»(»' - «'')], T =- ^- sin(.' - .•') cos(.- - .•'); 
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52 CHAPITRE IV. 

ou bien, en remplacant M' par /I'^a* et transformant, 

^ = - - n'^r (^y [i -h ^ cos(2v — 2v')], 

T— n'Vf— , j sin(2v' — ai^O 

Quand on neglige I'excentricite de Torbite du Soleil, on a 

r' = a', i>'=in't-^ const., 
et il en resulte ces expressions assez simples 

I ^ = /i'V[i-i- 3cos(2t'— 2/)], 

(«3) 1 ^ 

I T=— -/i'«rsin(2r-2t^'). 

Les fonnules (i), (3) ct (4) donnent ensuite 

3p=-— -^^p^ I r*Sin(2(' — 2r )ai', 



(i4) ^^ 



Up 



v/M/?(i -h 2p) 



ft(l-h2p):i::-- -^ [| -f 3 COS (2 t^ - 2 i^')] — - -^ ^ Sltt (2 T - 21^') - 2p. 

Soit X une quantite voisiue de p^ dont la signification sera fixee plus loin, et 

/ rex '^'^^^ 



les formules precedentes donneront 

(16) 



^"^(0 [i-+-3cos(2^'-2i;0]-H^a^^) ^sin(2(;-2i^')-+-2p 

I -H 2p 

II ne s'agit plus que de chasser r et t^ — t^' de ces formules, et de reduire Q 
en une serie de cosinus des multiples de i^. 

26. Nous prenons done, comme point de depart de la premiere approximation, 

{'7) /• = ; 
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nous^en deduisoDS, en negligeant e^, 

on pent, pour cette premiere approximation, negliger p dans Texpression (i4) 
de dt, ce qui donne 



dt^ 



r'^ds^ 



d*ou, en integrant, 



\IWj> sJWp 



(l — 2eC0SfAi>)d/v', 



i -h const. = , ( i^ sinui' ). 



Nous negligerons completement I'excentricite e' de Torbite du Soleil ; nous 

aurons done 

i>'— w'^-h const., 

et, si I'on porte dans cette formuie Texpression precedente de /, il vient 



^'•=1 mv -H (J ■ 



2 em 



sinfxt^, 



('9) 



V^ 



m 






or est une constante que Ton pent supposer nuile si, a Torigine, le Soleil et la 
Lune ont ete en conjonction, la Lune etant en meme temps au perigee, car on a 
alors 9 = Oj {^'=Oy et la formuie (17) donne, pour r, un minimum. On pent 
d'ailleurs eviter ces hypotheses qui ont ete reprochees a Clairaut, en laissant 
subsister la constante a, qui n'est pas genante, et ecrivant 






oil GTo designe une autre constante. On aura ensuite 
avec 

(20) X = 2 — 2/W. 

On trouve, en appliquant la formuie de Taylor, 

cos (2^ — 2(;') = cosA(^ s\n[kv smAi' — . . ., 

sin(2p — 2P^) = sm/i^H sin^t'cosAiJ — . . . 
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d'oii, en transformant, 

(ai) 



ClIAPITRE IV. 



COStai'— 2P') = COSAi^H cos (A 4- |JL)i^ COS(A — |x)(^, 



s\n(2v ^ 2v')=z sinXi^ H sin(X + fx)(^ sin(X — |x)^; 

en combinant la derniere formule avec I'expression de (- j > il vient 

( - j sin(2(^ -— at'') = sinXi'— 2ef I Jsin(X -H|x)p— 2e( n jsin(X-~-fx)t'. 

Integrons et portons dans I'expression (i6) de p ; il viendra 



(22) 2p 



= 3 m* I — r 2 6 



m m 

J— ^ cos(X 4- fx)t^ - 2C ^^— ^cos(X - fx) 



— u.)v-{-c 



] 



Clairaut determine la constante c de maniere que p s'annule pour ^ = o, ce 
qui donne 



(23) 



On tire ensuite, des formules (i8) et (21), 

(24)-«^H C0S(2f' — 2i^0=-«|cOs).(^~e^- — ^jcOS(X4-fx)i^— e^- 

3 r^ dr 3 

(26) "'''"i ;T-sin(2(; — 21^') =z -^afxe[— cos(X4-fx)('4-cos(X — fx)i']. 

II n'y a plus qu'a reporter les expressions (22), (24) et(25) dans I'expression 
(16) de O; on pourra supposer, dans le denominateur, p = o. On trouvera 

(26) Q=:— AacosXi^ — B oLCOsCk — ijl)v> — Cacos(X -H fji)p — Eacosfxi; 4-P«, 

en faisant 

/ , 3 3 X 



^/>' 



(27) 



[i-h- 1 

^ X u 3/3 2ni\ 3 I 

/> X — p 2 \2 fz y ^^J 

- /. a 3 /3 2/n\ 3 i 



E— e, 

2 

P — 3 c - • 

2 /^ 
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On a ensuite, par la formule (12), 
i_i-HPa COST r p A« B« Ca E« " ] 

I r Aa ^ Ba ,. . Ca ,. . Ea "I 

II faut egaler a zero le coefficient de cosf, puisqu'on a introduit cos(x^ au 
lieu de cos^; on en deduira une equation propre a determiner c,, mais qu'on 
pourra laisser de cote, car c, ne figure dans aucune autre relation. On sirapli- 
fiera ensuite Tecriture en faisant 



(28) 


- = 1 + ecosfjn'+ Pcos>c-+-ycos(> — p) (' + dcos(X-<- /ji)«', 


(29) 


. + ?«=: ^, 
X 




^ Aa X Ba X ^ Ca x 




t^-X«-iy»' y— {1-ft.y-i p- ° — (X-+-^)«_, jt,' 


(3o) 


Ea X 



On a represente par e le coefficient de cosfxt' afin de retrouver la premiere 
approximation - = i H- ecosfxt'. RemplaQons, dans les autres, les quantit^s A, 



B, ..., P par leurs valeurs (27), X par 2 — 2m et — par la quantite m* qui 
lui est egale, d'aprfes la formule (19); nous trouverons 

3m^ / ^ I x\ 

^ 2(1 — 2m)(3 — 2/w)\ I — m /?/ 

^ ^ ^ ' (3 — |jL — am) (2/n -hfx — i) \ p 2 — fx — a/w 4 f*/' 



i = ^£^i! (^^ f^ . 3 + H 

(3 -hjx — 2m) (14-fx — 2m) \ />24-|x — 2m 4 

2 — m 



m I 



(3a) 



h 4^ > 

2(1 — m) (2-hfx — 2m)(2 — JUL — 2m) 

p ^.otf' / 2 — m "I 

i- =1 h 3m* — ; — ^e- -r , 

X 2 [^2(i — m) (2-hfjL— 2m)(2 — fx — 2m)J 



_ 3 cm* 



2(fX«-l) 

Cette derniere relation, qui provient de (3o), pent s'ecrire, apres la suppression 
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du facteur e, 

(33) ^i:,ri--/n*. 

La constante a definie par la formule (i5), dans laquelie on pent remplacer 
M par n^a', differe Ires peu du carre du rapport du moyen mouvement du 
Soleil a celui de la Lune; a doit etre considere comme une petite quantite du 
second ordre. La formule (32), dans laquelie on remplace (x par sa valeur (33), 

donnera - par des approximations successives. On aura 

- = I 4- une quantity du second ordre; 

nous pourrons prendre ici - = i, a = m^, et les formules (3i) et (33) donne- 

ront 

3 3 

a* = I m}y u = I — y m' -h . . . , 

2(1 — /w)(i — 2/n)(o — 2m) 



y 



3 em* / 1 4- /w I 

- em 



[ \-\-m I \ i5 

-r- 2 1 h m ) — —< 

,\ \ »-2/n 2 ) 8 



{1 — im)(im — J ni^\ 

3gm* / 1 — m \__ 5 

(4 — 2m)(2 — 2m) \ 3 — 2m /~" 8 



On remarquera qu*un facteur m a disparu du numerateur de y, parce qu'il se 

3 
V 



3 
trouvait aussi en facteur au denominateur dans im 4- (x — i = im — jm^. On 



aura done finalement 



- zzi I 4- e cosfx^' 4- m* cos(2 — 2m) ^ -f- -^ mecos(2 — 2m — fx) v 

(34) j '' 5 

/ — gem*cos(2 4-fx — 2m)r4-. . . , 

(35) p3:.,_--m«4-.... 

La formule (34) repr^sente I'^quation de Torbite en coordonn^es polaires, 
au moins d'une manifere approchee, car on a neglige beaucoup de choses, no- 
tamment Tinclinaison. Clairaut ne donne pas, comme nous I'avons fait, les par- 
ties principales algebriques des coefficients p, y et S, mais leurs valeurs nume- 
riques. 
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THEORIES DE LA IXNE I)E CLAIRAUT ET d'aLEMBERT. 5y 

27. Le rapport des moyens mouvements du Soleii et de la Lune a pour valeur 

m :rz 0,0748; 
3 

ct Tobservation donne 



ii en resulte 



1 — lJ.=z ^/n*n:0,004 20; 



I —fJL = 0,008 45. 

La theorie fournit done, pour le perigee, une vitesse qui n'est guere que la 

moitiede la vitesse reelle. II faliait en conclure, ou que I'attraetion newtonienne 

ne donne point le vrai mouvement, ou que la solution precedente n'est pas 

propre a le determiner. Clairaut s'est borne d'abord a la premiere alternative 

et il a pense que la loi de Newton, qui rendait compte des attractions a grandes 

distances, devait etre modifiee par un terme complementaire, sensible seule- 

ment a des distances assez petites, ce qui est le cas de la Terre attirant la Lune. 

II avait remarque (p. 5o) que, si la loi d'attraction etait exprimee par la for- 

mule 

M kM 



le terme additionnel — j- aurait pour effet de produire un mouvement direct du 

perigee; il etait done facile de determiner le coefficient k de fa^on a retablir 
Taccord entre les deux vitesses fournies par I'observation et par la theorie. II 
est bon de se rappeler que le meme disaccord etait constate presque aussitdt 
par d'Alembert et Euler. Ce fut Clairaut qui montra le premier (*) qu'il avait 
pour cause, non pas I'inexactitude de la loi de Newton, mais I'imperfection 
de la solution. 

II remarqua, en effet, que si la valeur de -> substitute dans les diverses par- 

[3 /•* dr 
savoir, dans p, — 5 ^ sin(2(' — 2^'') et 

(-j cos(2t^ — 2^^') , avait contenu, comme elle le devait, outre la partie 
I + ecos(jLr, les termes 

(3cos>^" -h y cos(X — /jl) r -h .'. . , 



3 



dont on a appris qu'elle etait composee, le produit des termes de cette espfece, 
surtout ceux en cos(X — (jl)(^, renfermes dans (~) m -) » sivec les sinus et co- 



(1) On ne peut s'empdcher de rappeler que Newton avait obtenu lui-mdme, mais sans la publier, 
une valeur bien plus exacte de fi, qui ne lui avait sugg6r6 aucun doute sur I'exactitude de la loi de la 
gravitation (p. \5 de ce Volume). 

T. - III. 8 
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sinus (le X^ et autres termes de Texpression (21) de (2^ — 2^''), aurait in- 

troduit d'autres termes que — e dans I'expression (27) de E. L'equation (3o) 

aurait ete ainsi modifiee et, par suite, ia valeur (33) de (x. 

Pour en donner une idee, il ne prend que le terme ycos(X-- (x)^' de -> qui 

est le plus sensible, parce que y contient seulement le facteur m, tandis que P 
et 8 renferment w? ; ce terme ajoutant k peu pres 

— 4y cos(). — fx) <' 

a la valeur de ( - ) > on aura pour Tintegrale 

I ( - J sin(2r— 2r')^r 
Taccroissement 

dont il ne faut retenir que la partie ^cosfxt', ce qui donne, d'aprfes (16), cet 

accroissement de 2p 

6ay X 45 , 
*- -cos UP = T-em'cosui'. 

On trouvera de meme, pour I'accroissement de -a(- j cos(2^ — 2^'), 
-- 5 m*y cos (X — fx) t^cosXr =:— j/n*y [cos(2X — /jl) ^^4- cosfxi^], 

dont il ne faut retenir que la portion 

9 • ^35 , 
— ^m'y cosjjLi^ =1 ^e/n'cosfxr. 

De meme, on trouvera dans -a-^ -rsin(2^ — iv'^, 

* 2 x' dv ^ ^ 

3 3 

-ay(X — /JL)sin(> — /jl) PsinX(>— -ay(X--|ji) [cos/jii^-- cos(2> — /jl) r], 

2 >4 

dont il ne faut retenir quo 

-. ay(A — fji)c0S|xc = ^e/w'cosfjit'. 

L'expression (16) de £2 recevra done Taccroissement 

/ 45 1 35 45 \ , 225 , 

(^+ -J + -3^ - 3^jem»cosfxr=+ —em'cosixi^. 
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Par suite, il faut remplacer dans la formule (26) le coefficient E par 



3 2'2J 

E =: e 77- em . 

2 lb 



L^equation (3o) donnera done 



d'oii 

(36) ,_-|jtzz: -/n«-h ^m'-f- 

On a done obtenu Taccroissement ■+- V"'^'> ^® 4^^ donne 

I -|x = o,oo7 i4, 

nombre deja plus rapproche de la verite. Les theories plus completes montrent 
que les coefficients de m^ et de /n' dans la formule (36) sont exacts. 

28. De meme que la premiere approximation 






I -hecosfxi' 

avait fourni a Clairaut une expression approchee de t en fonction de f^, de 
meme la formule (34) lui permet de trouver plus exactement / au moyen de ^. 
Dans ce cas, la formule (i4) est remplacee par 

oil Ton doit substituer pour ret p leurs dernieres valeurs. 

Clairaut montre ensuite comment on tient compte de Texcentricite de Torbite 
du Soleil et aussi de rinclinaison de Torbite de la Lune; il perfectionne ainsi 
la formule qui donne rau moyen de ^, et, quant a /, il le determine par la for- 
mule plus exacte 

3 , 

dl = — = /•* d^. 

Enfin il etudie les variations du nceud et de Tinclinaison de Torbite; il ne 
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semble pas que ses recherches sur ce dernier point aient ajoute beaucoup a ce 
que Newton avait donne sur le meme objet dans les Principes. 

Nous ne suivrons pas Glairaut dans tous ces details; nous nous contenterons 
d'avoir donne une idee assez complete de sa methode et nous renvoyons le lec- 
teur a ses divers Memoires, notamment a sa Thdorie de la Lune deduite du seal 
principe de I' attraction^ 1765. 

Glairaut donne partout les valeurs numeriques de ses series plutot que les 
expressions algebriques des coefficients, ce qui rend sa theorie plus difficile a 
suivre. 

29. Th6ori6 de d'Alembert. — D*Alembert a consacre a la theorie de la 
Lune tout le premier volume et une partie du troisieme de ses Recherches sur 
differents points importanls da systeme du Monde (1754 et 1756); il est revenu a 
plusieurs reprises sur le meme sujet dans ses OpusculeSy notamment dans le 
tome V (1768) et le tome VI (1773); mais c'est le tome I des Recherches qui est 
de beaucoup le plus important. La methode qu'il emploie presente beaucoup 
d*analogie avec celle de Glairaut; c'est encore la longitude vraie qui sert de 
variable independante. Soit - la projection du rayon vecteur de la Lune sur le 
plan de Tecliptique, d'Alembert part aussi de Tequation 

.« . aru 1 u dv 

'^tJ -IT 

dans laquelle il fait 

u! designant une nouvelle variable qui sera assez petite, parce que la projection 
de I'orbite de la Lune diflere peu d'un cercle. L'equation precedente prend la 
forme 

(38) ^+N«a'+P = o, 

oil N designe une quantite constante qui ne diflere de 1 que par une quantite 
de Tordre de la force perturbatrice ; P est une fonction de m', de -^1 et de sinus 
et cosinus des multiples de v. Dans une premiere approximation, on neglige 
u! et -T- dans P, a cause de leur petitesse et du coefficient m? qui entre partout 
dans P. Alors Tequation (38) pent s'ecrire 

(89) -^-5- -i- N'a'-h H 4- B cos( A -+- ^r) 4- C cos(l) -+- ^i>) -h . . . = o. 
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L'integrale generale de cette equation differentielle lineaire est 

// X f 5^ XT • XT H Bcos(A -hOTi') 

(4o) M'=acosNi^-i-esinNr— jj-, j^,_ / -...; 

d'Alembert modifie les constantes arbitraires £ et e et met u! sous la forme 

/ * 1I.T XT .-cosNi' — I 

tt'— dCOSNt' H-6SmNi^ 4- H ^r^r 

(40 \ p COs(AH-^t^) B r cos(A4-Nt^) cos(A — Nt^) 1 

On peut ensuite revenir a Tequation (38) et tenir compte des termes en ul et 
•^ negliges d'abord; on les calculera par la formule (40» P^*^ ^^ recommen- 
cera I'integration. 

Donnons quelques details au sujet de la premiere approximation. En negli- 
geant T^> rempla^ant S par — i — ^j Tequation (37) devient 

ou bien, en remplagant T et $ par leurs valeurs (i3) et mettant - au lieu de r 
(nous negligeons ici rinclinaison), 

On peut supposer u constant dans Tintegrale / sin^a ---iv) ^^ ^^ remplacer 
v' par nw, ce qui donne 

(42) / ^ 

H — TT-i -^ — rr-i cos(2 — 2m)t' =0. 
2/i*w» 2 A* a' ^ ' 

On remplace u par K + u\ mais on neglige u! dans les termes periodiques 
multiplies par n''^ ; il vient ainsi 

dOu' ,f 3ai'« \ ^ M n'* 

-h -TTTTs i7T¥7 ^ "^ ' C0S(2 — 2/w) (> = O. 

2A'K' LKA*(i — m) J 
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On peut prendre 



/i'« n!"^ m^ 



11 vient ainsi 

-r-r- -h ^/' ( I mM -H K H 1 ( I H I cos2(i — m)^' = o. 

dv^ \ 2/ 2a 2a\ I — m) ' 

On pourra done appliquer la formule (40 en faisant 

2 2a 2a\i — ni ) 

A=0, ^=z2(l — //i). 

On trouvera ainsi, en supposant £ = o, 

N' ia \ I — m/ 4(i — /w)'— I 

ou, plus simplement, 

, 5 ,T „cosN^^ — I m* , 
tt'^dcosNt' + H ^ 1 cos (2 — im)v-\- 

Cette valeur est d'accord avee la formule (34) en posant 

X— a, fjLzi:N. 

On voit que Targument 

s'introduit ici tout simplement et qu'il donne le mouvement du perigee; e'est 
le terme $cosN(^ que Clairaut introduit au debut des approximations comme 
resultant des observations de la Lune. D'Alembert le trouve naturellement par 
le calcul meme. 

Nous ne suivrons pas d*Alembert dans les calculs assez compliques qu'il fait 
pour les approximations ulterieures; nous n'essayerons pas non plus de com- 
parer en detail sa th^orie a celle de Clairaut. Les deux grands geometres ont eu a 
ce sujet des contestations assez vives. II nous suffira de dire que Clairaut a eu le 
grand merite de trouver le second terme du mouvement du perigee, au moins 

sa valeur num^rique. D'Alembert a donne son expression analytique, ^/7i\ 
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que nous avons donn6e plus haul, et il a monlre que les termes suivants de- 
vaient etre pris aussi en consideration; ses calculs algebriques sont, en somme, 
plus complets que ceux de Clairaut et plus developpes. En outre, d'Alembert 
a introduit Targument [n^ d'une maniere plus logique. Nous remarquerons en 
terminant que, s'il avait remplace aussi u par K -h w' dans le terme 

,, j; C0s(a — am) r, 

il serait tombe sur Tequation 

—rj + w'[X -Hi»l)C0S(2 -- 2m) t'] = O, 

que nous avons consideree au Chapitre I, et qui a fait Tobjet des etudes impor- 
tantes de MM. Gylden et Lindstedt. Cette equation a ete rencontree d*abord par 
Lagrange, puis par d'Alembert (Opuscules, t. V et VI); mais d'Alembert, tout 
en s'occupant de cette equation, ne parait pas avoir indique comment on pou- 
vait Tintroduire tres naturellement. 

D'Alembert avait penetre assez profondement la theorie. Ainsi, en conside- 
rant la formule 

dv 

dt: 



il remarque que les termes en cosAr, pour lesquels k est du premier ordre, se- 

/T 
— ,rf^. Ces termes entreront ensuite 

dans Texpression 



"V'^^ /?•''" 



ils seront combines avec d'autres termes en cosAV, et, comme en general 
k± k' ne sera pas du premier ordre, mais fini, il en resulte, qu'en calculant t, 
il n'y aura plus d'autre abaissement. Mais les termes en cosAr se retrouveront 
aussi integralement dans dt, et, dans la nouvelle integration, ils seront encore 
abaisses d'un ordre. Si done, on veut avoir t en fonction de v, en gardant les 

T 

petites quantites de Tordre q, il faudra calculer, dans -,> les coefficients des 

termes en cos^, oil k est du premier ordre, en y conservant les quantites de 
Tordre g -h 2. Pour les autres termes de -5 en cosAr, ou k est fini, il faudra les 
calculer en gardant I'ordre q -h i ; cela n'est necessaire finalement que pour un 
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petit nombre de termes, mais, comme on ne le sait pas d*avance, on doit pro- 
ceder ainsi. 

On doit encore a d'Alembert cette remarque importante, que les coordonnees 
de la Lune sont, apres les perturbations, developpees en series de sinus et de 
cosinus des multiples de quatre arguments elementaires 

i' — v' ~ difference des longitudes de la Lune et du Soleil, 
c«' — ts =z V — [is -^- {i — c) v] — anoroalie vraie de la Lune, 
gv — 9 := V — [0 -h {i —g) v] = distance de la Lune au noeud, 

i/— ct'— anomalie vraie du Soleil. 

D'Alembert dit qu'on pourrait employer, pour calculer ces series, la methode 
des coefficients indetermines. C'est ce qui a ete fait plus tard par Laplace et 
Damoiseau. Le lecteur pourra consulter avec fruit, pour la methode de d'Alem- 
bert et pour les anciennes theories de la Lune, la These de A. Gautier : Sur 
quelques points des theories de la Lune et des Planetes; Paris, 1817. 

Nous croyons utile, en terminant ce Chapitre, de citer quelques passages 
d'un Memoire de Clairaut contenant des riflexions sur le probleme des trois corps 
avec les equations differentielles qui expriment les conditions de ce probleme (Jour- 
nal des Savants, aout 1759). Clairaut fait voir que Tetablissement des equations 
differentielles n'offre pas de difficulte, et il en deduit les integrales premieres 
que Ton connait; mais il lui parait impossible d'aller plus loin : « Integre 
maintenant qui pourra. » 

« J'ai trouve, » ajoute-t-il, « les equations que je viens de donner des les 
premiers temps que j'ai envisage le probleme des Irois corps, mais je n'ai jamais 
fait que peu d'efforts pour les resoudre, parce qu'elles m'ont toujours paru pen 
traitables. Peut-6tre promettront-elles plus a d'autres. Pour moi, je les ai 
promptement abandonnees pour employer la methode d'approximation » 
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CHAPITRE V. 

PREMlfiRE THlfeORlE DE LA LUNE, D'EULER. 



30. L'Ouvrage d*Euler a pour litre : Theoria motus Lunce exhibens omnes ejus 
incequalitates ; il a paru en i'j53 et se termine par un Additamentum etendu, 
qui est plus simple et plus elegant que le reste, et dont nous parlerons seule- 
ment. 

Soient x, y, z, r, p, v, X les coordonnees rectangulaires, la distance de la 
Lune a la Terre, sa projection sur I'^cliptique, enfin la longitude et la latitude 
de la Lune; / et v' le rayon vecteur et la longitude du Soleil, A la distance de 
la Lune au Soleil, M la somme des masses de la Terre et de la Lune, M' la 
masse du Soleil (ces masses etant supposees multipliees par le facteur f); les 
Equations (a") de la page 92 de notre tome I donnent 

d} p dv^ __ p d^ dp d\> _ -, 

'd^'^^di^-^' ^ dt* '^'^dt dt^^' 
oil Ton a 

P = Xcosi'-h Ysin(', T=— Xsint'-t- Yeost', ' 

X = -M^-HM'(^-^). 
Y=-M$ + M'(:?^-^.), 

on en conclut, en posant c — c'= r) = longitude C — longitude O, 

d^v dp dv rt^ %M, ( ^' ^ \ • 

T. - III. 9 
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On a 



(I) 
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M'=/i"a'», doi — n'dt, 



cn designant par (o Tanomalie moyenne du Soleil. Si Ton prend o) pour variable 
independante, les equations differentielles precedentes deviennent 

cPv dp dv „/;•' I \ . 

rf'p „rf-"_. „Mcosn /p-Vcosr) cosn\ 



On a d'ailleurs 



"^ V cos*X 



-l-r'*— apr'coSY). 



31. Euler n'introduit pas la troisieme coordonnee z^ mais la longitude du 
noeud ascendant et Tinclinaison / de Torbite de la Lune, relativement a Teclip- 



Fig. 5. 




tique. Si Ton se reporte aux formules (A) de notre Tome I, page 433, on pourra 
ecrire 

,dO M' na 



(2) 



sme-r = 



dt M y/i_e« 
di M' na 



W/sinu, 
Wrcosu; 



u est la distance de la Lune a son noeud ascendant; W a pour expression (t. I, 
p. 466) 

oil z\ represente la distance d u Soleil au plan de Torbite de la Lune ; on a (^g. 5) 



-f = — sinPS = — sintsin(i''— d); 



il en resulte done 



de M' na (,' I \ . , , as 



sinui 
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On a d'ailleurs, par le tlieoreme des aires, 

\^^ • / ; 

p* -J- = /m' V I — e' cos i , 
at 

et il en resulte 

ou bien, en rempla^ant M' et r par /I'^a" et -^ et introduisant rfo) au lieu 

de dt, 

dd a'' / r' i \ cose sin (t''— 6) sin u 






^0) ~ rfi' \A» r'V cos> 

Mais le triangle spherique rectangle LQN donne 

cosy = cos(i^ — 9)cosX et cosi — cotutang((' — B), 



d'oii 



cosX 
II vient ainsi 



cosisin(«'— 9)siny . , ^v . . , ^^ 
^ ' — =sin(r— 6) sinCt'' — 9). 



™ ^— 4(£-?i)^-(^-^)^-(^'-^)- 



Enfin les formules (2) donnent 

^* JA * jn cose 
Sine tang(r — w) 

d'oii 

^0 



(IV) t/logtangi = 



tang(p — ^) 



Euler trouve directement les formules (III) et (IV) qui supposent deja, comme 

on voit, la variation des constantes arbitraires et i\ il determine ensuite cosX 

par la relation 

tangX = tange sin((> — 9), 

qui lui donne, en n^gligeant i\ 

3 3 

cos'X=ri _--.|ang*i-f- jlang*ecos2(r — 0). 

32. Nous voulons seulement donner une idee de la theorie d'EuIer; pour at- 
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teindre ce but, nous pourrons supposer i = o et, par suite, p = r. Posons, pour 
abreger, 

/ox I rt" M ,j /p— /'cosYj cosr}\ A _, 






les equations (I) et (II) donneront 



d^v dr dv 

d(ii^ d(»> dfti 

d^r dv^ _ A 



On en deduit aisement 









et ensuite 

(4) 

oil Ton a pose 

(5) 






9 = - fsiKr*^d<o, 

Les formules (4) donnent 



(6) 



d^_ v/a^. 



dr^_ / 

d(^-\ 



2^- 



2A 29? 



r 



> 



et, en combinant les equations (5) et (6), il vient 

d<^ ^ 



ddi 



--— V2^-Xy/2^+— - — 
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La premiere des formules (4) donne 

at* ^ in'* 

d'oii 

^ — JL ^ 

et, en vertu de la premiere equation (7), 

dp __ in* tf[L r \/J) dp _ iTr\fp 

cette expression de ^ revient a celle qui resulte de la premiere des for- 
mules (B), t. I, p. 434- 

33. On a ensuite, en partant de la deuxifeme equation (4) et de Texpression 
connue de la vitesse dans le mouvement elliptique, 

d'ou 

"^"^ a/i'** doj "^ 2 n'* a* d($>* 

ou bien, en remplagant ^ par sa valeur (7), 

ou encore, en ayant egard aux valeurs ci-dessus de 9 et de ^, 

da __ in' a* \ oyL\Jp /a __ £ __ a(i — e*) 1 

ou, ^ cause de la relation - = 



r 



da _ in' a* / OTLy^ XeshuvN 
On a ensuite 
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En rempla^ant ■£■ par sa valeur (V) et reduisant, il vient 

(VII) -3- = — ^ — ( ;^SfLs\nw. 

d^ S^}A € \a r ^m 



On en tire sans peine, en designant par u Tanomalie excentrique, 

-^ — ^[Ssin(t'4-T(cos£/ -+-cosmp')1, 

de 

ce qui est d'accord (*) avec Texpression (A) de ^ (t. I, p. 433). 

On remarquera qu'Euler a obtenu les formules precedentes en supposant que 
les integrates premieres 






conviennent egalement au mouvement elliptique et au mouvement trouble, 
pourvu que, dans ce dernier cas, on considere a etp comme des variiibles. 

34. Soit GT la longitude du perigee; on a 



ivz=v — vs, r=i 



I -\- e cos (i' — w) 



En formant Texpression de -^ dans le mouvement elliptique et dans le mou- 
vement trouble et ecrivant que les deux valeurs sont egales, on trouve 

e . ^dv r dp r* f . fdv dis\ del 

-sm«'r«^=-J^H--|^es.n«.(^^--^j-co8«'^J, 

d'oii, en reduisant et introduisant doi, 

djs dp de 

Rempla^ons -r- ^^ -j- P^r '^^rs valeurs (V) et (VII), et il viendra, aprfes re- 



(I) Ici S ne comprend plus rattraction terrestre. 
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-»h^"(-:-^)]j 



7» 



dm n' v/p 1 <vr . 



ou, a Taide d'une transformation facile, 



(VIII) 

On en tire aussi 



-J- = —^ X cosiv — OIL ( I -I- - I sin^v . 
^w ^ L \ />/ J 



^ro s/p \ c 



.T(.^;:)sin.], 



rfw 



ce qui est d'accord avec Texpression (A) de ^ (t. I, p. 433). 

On voit done qu'EuIer faisait varier les elements elliptiques et qu'il avait 
trouve les formules exprimant leurs derivees a Taide des composantes de la 
force perturbatrice. II a developpe ces memes formules d'une faQon encore plus 
claire dans son Memoire intitule : Noiwelle melhode de determiner les derange- 
ments dans le mouvement des corps celestes causes par leur action mutueUe {Me- 
moires de l' Academic des Sciences de Berlin pour 1766). 

35. Diveloppements de OIL et ^. — On a 

A* = r* -h r'* — 2 rr' costq, 

Ji'-^-yi-^jr, cosYi -+.—(3-^5 C0S2Y1) -^ . . . . 

En substituant dans les expressions (3) de OIL et de x, on trouve aisement 

cm m/3'* • o .sirnr) -+-5sin3y) \ 

^=" «'(j773Sin2yn-3r« ^j^-^ +...J, 

rvr /« / i4-3cos2T0 « ,3costq 4- 5cos3tq \ 

^=-«"('— ^pr— +3r« ^, +...J. 

On peut maintenant remplacer dans ces formules ret/ par 



, = P- 



I -+■ ecosw 



e' cos w 
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ce qui donnera 

OXL= a'M— ^75^ ^ sin2YH-T5^^7 r^( sinYH-5sin3Yi)+... , 

La/>" iH-ecostv 8/>'* (i -hecosw)* ^ ' J 

X =: — «'» -^ i d_(n-3cosaYl)-+- 3^ ^;^ r^(3c0SY)-h5C0S3Y))-4-... . 

Lay?" i-hecosw ^ ' 8/?'* (n- ecoscv)* "^ ^ J 

On aura ensuite 

^ = ^(i-hecos«^)*, 
P^ 

d'oii, en designant par/^^ '^ valeur moyenne de/? et posant 

(9) i^-/^o(i + D, -^ = ;!;' 

(10) ;n^z=:(^i--|-i--L.5«j(i + ecos«')«; 

^ est une petite quantite dont on a neglige le cube dans le developpement de 

(i 4- ly^f /w = — (^ j diflere tres peu du rapport du moyen mouvement du 
Soleil a celui de la Lune. 
On fera aussi 

(u, ^=,. 

et V sera une petite quantite (-^ environ). 



Substituons les valeurs de ait, Sf^ et/>, dans (V), et nous trouverons, en ne- 
igeant ^ dans les termes qui contiennent v en facteur 
par I -h 3e'^ dans certains termes et par i dans d'autres. 



gligeant ^ dans les termes qui contiennent v en facteur et en rempla^ant -71 



dE r ^ 

-7^ z= — m 3(n-^)* (i4-3e'*)(n-e'cosMP'')'(n-ecosMP')^*sin2y) 

-+- ^v(i-+- e'cosMP'')*(i 4- e cos «')"•( sin Y} -h5sin3y)) -4-. . . K 

d'oii, en developpant, negligeant $*, c\ e' et remplacant les produits de sinus 
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et de cosinus par des sommes, 

— -P- =— 3 I I -h -<?*-!- -^'* I sin2y} -h 3e sin(2y} — (v) H- 3esin(2Y3 4- MP*) 
m dx,^ \ 2 2 / 

— ^— sin(2y} — w') — ^— sin(2y) 4- <^') 

2 2 

O €^ Q C* 

— ,-sin(2y) — 2(^) — ~-sin(2y) -+- 2<v) 
4 4 

— ^-7-sin(2y) — iw') — ^-^ sin(2yj -f- 2\v') 

4 4 

Q €6^ Q ^^ 

4- ^ — sin(2y3 -h ir — \v') -\- ^ — sin(2y] — (*' -h tr') 
2 2 

-4- ^^ — sin(2y} — w — w') -+- ^^ — sin(2y} + i^ H- tv') 
2 2 

i5 V . i5 ». . , . i5 ^ . , . 
5sin2y} H 4esin(2Y3 — w') H §e sin (210 n- w') 

— ^5sin(2y} — iv') — ^^e'sin(2Y3 -f- <r') 

4 4 

3v . i5v . « 

r simrj r-sindy}. 

4 4 

36. Euler se propose ensuite de determiner d'abord les inegalites de la Lune 
qui sont independantes de Tinclinaison de son orbite, de rexcentricite e' du 
Soleil el du facteur v (celles qui contiennenl en facleur v, v*, .., sont desi- 
gnees sous le nom d'inegaliles parallactiques). II faut done faire, dans ce qui 
precede, 



8 



Les formules se simplifient et deviennent 



2«^«x ^' I -I- ecosw 
I -4- 3 cos 2 n 



^ =— i/>o(i-+-?) 



= ^0"!^-^ 8^^')^'^""^'^)'' 



I 4- ecosw 

t/y) dv 

d(si d(>} 

d^ o / t\f sin2y) 

aw V -^z (iH-ecosw')* 

rfe I , ^,1 r 3sin2y} , , , i4-3cos2y} . 

-j-= _;n(l-h ■ " ' 

flfW 2 



dm 

r/w 



^,1 r 3sin2y} , , . i4-3cos2y} . 1 

J)* — 7 ,ie 4- 2COS(V4-ecos'(v) 4 sincv h 

L (i4-eC0S^v)* i4-e^i03iV J 

1 / w^4 r3sin2y3 sinw^ , . i4-3cos2y) T 
=1: mii-\-ty 77(2 4-ecoSi«^) H costr . 

2 L(i 4- ^cos^v)* ^ i4-ecos»r J 



T. - III. 
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En developpant suivant les puissances de e et de \^ on pourra ecrire 

(A) ^ ^ = /n2Bi,/sin(2fY)-h/V), 

dxs 



e-^ — m^ C/,yC0s(2fy} 4-/«^); 



f div d^ dxs 

\ dM da d(»i 

Dans les formules (A), les quantiles Ay, B, j et C/j sont des polynomes en- 
tiers en e et ^; Tindice i est egal a o ou a i. Les coefficients D, sont de la meme 
nature que Ay, B/j et C/j. 

Euler integre les equations precedentes par des approximations successives, 
en employant la methode des coefficients indetermines. II suppose d'abord 

5 = et e=: const. = g. 
Les formules (A) et (B) donnent, dans cette hypothese, 

dv 

-7- = I 4- ao -h a, costv 4- . . . , 
aw 

/ns ) dt) 

(L) / -r- = ao-4- ai cos^^-h. . . , 

ao) 

— = Po-H (3,C0Sit'-|-'PjC0S(2y) — iv) H- j3sCOS(2Y) -4- (v) -4- . . . , 

(D) ^=m2Arsin(2Y)+yi^), 

oil les coefficients a/, P/, Ay°\ By^' sont des fonctions connues de g et de m. 
Pour I'approximation suivante, Euler suppose 

(E) 5=cl)COS2y] + \ft>C0S(2Y) — tv) -i- 3cos(2y} -h«^) 4- 

En differentiant par rapport a w et rempla^ant ^ et -J- par leurs valeurs (C), 
on trouve une expression que Ton pent developper suivant les cosinus des mul- 
tiples des arguments yj et iv; elle devra etre identique a (D). On trouvera, en les 
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identifiant, des relations qui determineront les coefficients x, oil), e en fonction 
de g et de m. 

Si Ton pose de meme 

|e = ^-h Acos(2Tn — w^) -f- B 005(210 -+- ^v) -i-Ccosw 
■4- D cos 210 -HE cos (210 -— 2iv) ■4-Fc0S(2y) -{- 2W) -hGC0S2«' 
■4- Hcos4^ -+- J cos (4 in — i«^) -hK cos (4^0 4- 2«') -f-. . . , 

et que Ton differentie, on trouvera, en remplacant ^ et ^ par leurs va- 

leurs (C), une expression de ^> qui devra etre identique a (D'); on en de- 

duira les expressions des coefficients A, B, ... en fonction de g et de m. 
Euler se borne ensuite a 

^ = Xcos2Tn, 

e = ^-+- Acos(2yi — wp') 4- Bcos(2yi -j- w) -+- Ccosfv, 

d'oii 

I A , , B , , C 

z cos (210 — ^V) ;--- - 

^ g 8^ 8' 5 



- = jC0S(2Tn — W) 5C0S(2Y1 -h^v) — — , COSfV. 

En portant ces valeurs de ^, de e et de - dans Texpression (A) ^^-r> on trou- 



per 
3 e et ae - uans 1 expression (^a; ae 

vera une expression de la forme 



oil les coefficients E^j seront connus. Les relations (B) donneront d'ailleurs les 
developpements de -^^ tt' et 3^- 

'^^ d(*i do} dbi 

On recommencera les calculs en prenant pour point de depart les expressions 
(E) et (E') de ^ et de e. L'agencement des calculs demanderait a etre precise 
et developpe. Euler a fait de cette fagon une serie d'approximations numeriques. 
Le coefficient final de co dans cr est tres important, puisqu'il donne le mouve- 
ment moyen du perigee; Euler a emprunte sa valeur a Tobservation, parce que 
sa determination directe suppose que tons les autres coefficients soient con- 
nus tres exactement. Sa methode presente un inconvenient assez grave, tenant 
aux petits diviseurs gy g^^ g^, ... qui s'introduisent par le developpement 

de -• 
e 

II convient enfin de remarquer que les arguments finaux yj et fp ne sont pas 

proportionnels au temps, ce qui constitue un autre inconvenient. 



Digitized by 



Google 



76 CHAPITRE VI. 



CHAPITRE VI. 

DEUXlfiME THEORIE DE LA LUNE, D'EULER. 



37. Cette seconde theorie est developpee dans un gros volume public en 
1 772 sous le titre : Theoria Motuum Lance novamelhodo pertraclata.., incredibili 
studio atque indefesso labore trium Academicorum J. -A. Euler^ W.-L. Kraffty 
J.- A. Lexell; opus dirigente Leonhardo Eulero. 

Nous croyons interesser le lecteur en reproduisant le commencement de la 
Preface d'Euler : 

« Quoties jam quadraginta abhinc annis theoriam Lunse evolvere ejusque 
raotum ex principiis gravitationis receptis defmire sum conatus, tot semper ac 
tantae difficultates se obtulerunt, ut labores meos et ulteriores investigationes 
abrumpere sum coactus. A principiis enim mechanicis tota qu^estio statim ad 
ternas aequationes differentiales secundi gradus reducitur, quas non solum 
nuUo modo integrare licet, sed etiam adproximationes, quibus utique in hoc ge- 
nere est acquiescendum, maximis obstaculis impediebantur, ita, ut nullo modo 
perspicerem, quemadmodum haec investigatio ex sola theoria, non tam absolvi, 
quam tantum aliquatenus ad usum accommodari posset. Principio quidem plu- 
rimum desudavi, ut memoratas illas sequationes differentiales ad integrationem 
perducerem; continue autem magis magisque intellexi, omnes labores hujus 
generis inutiliter insumtum iri; neque etiam hujusmodi integrationes admo- 
dum sunt desideranda ; facile enim intelligitur, formulas integrales maxime 
futuras esse prolixas et intricatas, ita, ut inde null us plane fructus in usum As- 
tronomise expectari posset » 

II y a la, au sujet de Tintegration rigoureuse des equations differentielles 
du probleme des Irois corps, une opinion d'Euler qui demandait a etre repro- 
duite, et qui coincide, du reste, avec celle que Clairaut avait emise anterieure- 
ment (p. 64 de ce Volume). 
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Etablissons d'abord les equations differentielles qui servent de point de 
depart. 

Prenons pour origine la Terra T, pour plan des xy le plan de Tecliptique 

suppose fixe. Soient^o»yo» ^o> ^= V'^o~^7o"*"'^o '^^ coordonnees de la Lune L, 
j?',y, o, r' = y^x"^ -HJ^ celles du Soleil S, A la distance SL, m! la masse du 
Soleil, /Wo la somme des masses de la Terre et de la Lune. On aura, pour deter- 
miner le mouvement de la Lune, trois equations differentielles 



dt 



^-Hf.,,^«^fm'(f:^«-^), 



Euler prend pour variable independante Tanomalie moyenne C du Soleil et 
pour unite de distance le demi grand axe cC de Torbite du Soleil, ce qui donne 

dX: — /i' dt, /i'« a'» = n'^ = f ( m' 4- mo ) , 



m' m 



soit en outre 9 la longitude geocentrique du Soleil, de faQon que 

jc'^z /•'COS9, y=^r'sin(^. 
Les equations differentielles pourront s'ecrire 

d^JCQ 



d^x^ v£o _ / r^cosy — .rp cosq> \ 



(2) { ^C 

^'« "^ r» "" ^A^' 

A*=z(^o— ^'cos9)*H-(jo— '''sin9)*H-5j. 

38. Euler introduit deux axes mobiles tournant d'un mouvement uniforme 
autour du point! dans le plan de I'ecliptique et les coordonnees X et Y de la 
Lune par rapport a ces axes. On aura done 

(3) ^o=Xcos/ — Ysin/, /o = Xsin/-+- Ycos/, -5o = Z, -7~z=:o. 



dt^ 



On en tire sans peine 



d}X dl d\ Y ^ - /^'^« • i^y^ 

d^\ , dl d\ ^ dl' . .d'jco ,d}y, 

dK^-^^dK^W^^d^' ^-s^n^^TT +eos/-;;?, 
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d'oii, en remplacant -^^ et -^^ par leurs valeurs (2) et posant 

(4) v{/ = i8o«H-/— 9, 

^Y dl d\ ^dt^ vY /Y-r'sind; sinO^X 

f d^Z vZ fjLZ_ 



(6) 



I A«=r'»-hX*4-Y«-+-Z*-h2r'(Xcos4^ — Ysin^). 



Euler prend Tangle / egal a la longitude moyenne de la Lune, de sorte que 
Taxe mobile TX passe constamment par la position moyenne de notre satellite; 

^ sera done egal au rapport des moyens mouvements sideraux de la Lune et 

du Soleil, 13,3689 On fait ainsi 

/ \ dl n — n' 
(7) 'd^''^"^'^^* m = 12,3689 = —^p 

X Y Z . I 

39. Les rapports — > —> - sont petits, au plus egaux a 7—- On pent deve- 

lopper ^ en une serie tres convergente suivant les puissances des rapports en 
question; on trouve, en negligeant seulement les quantites du troisieme ordre, 

I __ I Xcos^ — Ysintj; 

A» "" r^ "~ F^ 

3 5cosy^--i Y, 3 5 sin^6 — i ^^ 3 7? i5 sinij^cos^' yv 
2 r • 2 r • 2 r * r * 

Si Ton porte cette valeur de ^ et aussi I'expression (7) de ^, dans les 
Equations (5), on trouve qu'elles deviennent 

o = '^ — 2(/7i-4-i)^, -(m + i)«X-H-p5- -/^^ py — 

] 2 ^ sintj ^ cos^ 3 ^^ 5cos*^ — 3cos4> 3 ^^ 5 sin»4> cos^' — cos ^ 
(a) ^ -hiifxY pj^ h -fxA p; ^ 3F * -pi 

3 «, costj^ 2 v^ 5cos*tj^ sini};— sirup 
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et 

o=^ + 2(m^i)^-(m4-i)«Y+-^ + 3pX ^:^5— i: 

3 sin' 4^ — 1 3 v^ 5 cos*^ sintj; — - sini); 3 -,, Ssin'ip — 3sin4' 

\ "*" 2f^^ "777- -^-^f^^* ,./* ' 

40. Soil /' la longitude moyenne du Soleil, son anomalie moyenne estJ^'; 
nous la supposerons, comme Euler, comptee a partir de I'apogee. <p etant la 
longitude vraie du Soleil, on aura 

5 
9 = I' — 2e'sinC'+ y e'*sin2C'-4- 

On neglige e'^, et Ton pose 

TO = / — r= longit. moy. (C — longit. moy. © ; 

il en resulte 

9 = / — Y) — 2e' sin?', 

d'oii, en ayant egard a la relation (4), 



(8) 



iprz i8o<»4- Y) -h 2e'sint', 
puis 
sin4' = — simn — ae'sint'costi, 
cos^}/=:— cosY) + ae'sinC simo, 



On a ensuite, avec la meme precision, 

r'— I -he'cosC', -j^ — \ — Ze' cosf, — = i — 4^'cosC'; 

il faut substituer, dans les equations (a), (ft), (c), les developpements precedents 
dc sin']/, cos^l;, r', et il convient de transformer en meme temps les puissances 
et produits de cosinus en cosinus de multiples des deux arguments y] et X! , C'est 
Tobjet du Chapitre VIII de la Theorie d'Euler. Nous ne donnerons que le resultat 
qui concerne I'equation (a), et nous ferons en meme temps avec Euler [x= i. 
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On trouve alors 



rf»X - ^ ,rfY , . ,.^ . vX 



o= __a(m + i)^, -(m-f-i)«X+ -,- 



(a') 



X(h-3cos2tq) 4- -Y sin ay} 

3 3 

— Q X'(3cosy}-+-5cos3TQ) -h 7 XY(siny) H-5sin3Tn) 

o 4 

3 3 

— ^Y'(cosTQ — 5cos3y}) H- -Z'cosy} 

3 
-+- 7e'X[2cosC'-t-7COs(aTn — D — cos(2y} -+- f)] 

— ^ e' Y [7 sin(2y) - C') - sin(2Y) + D] 



-h |e'X« [9C0s(y) - O -H 25 cos(3yi — D -t- 3 cos(y} 4- D ~ 5 cos(3y) -f- ?')] 

- |e'XY [3 sin(Y) - C') 4- 25 sin(3Y) - C') + sin(y) + f) - 5 sin(3y} 4- ?')] 
4- I e' Y« [3 cos(y) - r ) — 25 cos(3y} - ?') 4- cos(y) 4- C) -i- 5 cos(3y) 4- K')] 

- |e'Z« [3 cos(y) - O 4- cos(Y) 4- K')l 

41. La distance moyenne de la Terre au Soleil ayant ele prise pour unite, la 
distance moyenne de la Terre a la Lune, que nous representerons par a, sera 

une petite fraction voisine de 7 — II convient de remarquer que, la Lune s'ecar- 

tant assez peu de sa position moyenne, les coordonnees X, Y et Z differeront 
assez peu de a, o et o. On pourra done faire 

(9) X = a(i4-^), Y=:a/, Z=zaz, 

et les nouvelles variables Xy y, z resteront constamment assez petites. On aura 



II convient de poser 



rT = ;^[('-"^)'-+-7' + ^'] *• 



V 



CO) ^=x 

et de se faire immediatement une idee de I'ordre de grandeur de X. On a 

n} a' = f mo, /i" ~ f ( m' 4- m^ ), 
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d'oii 

et, par suite, 

On aura ensuite 

^J = la{i + X) [(I 4- ^)« 4-7* 4- c'fi 

On pourra developper cette expression suivant les puissances de x,y et s. En 
substituant dans (a') le developpement precedent, ainsi que les expressions (9) 
et supprimant le facteur a, il viendra 



3 3 

m^ — am cos 2 ri 

2 2 



(a") { / . 3 A 3 3 . 

— a? ( m*-h 2m 4 h 2A j xcos2Yi 4- - y sin 210 



On a pose 

X =:a(i 4- vc); 

on determinera a de faQon que x n'ait pas de partie constante. Or on verra plus 
tard que x sera donne par une serie de cosinus et y par une serie de sinus, de 

3 
sorte que, en substituant dans (a"), le terme constant X — /n* — 2m > qui 

est seul de son espece (*), devra necessairement s'annuler, ce qui donne 

.1 
X := (m 4- 1)* 4- -» puis a-zfs-j • 

Euler prend 

m 4-1 — 18,368903 . . . , X — 179,228928 .... 

au lieu de 179,227567 qui resulterait de sa formule. 

Nous allons ecrire completement les trois equations differentielles que Ton 
deduit de (a), (6), (c) pour determiner x, j, z. 



(*) n pourra y avoir d'autres termes semblables, mais Ir^s pelils, provenant des termes suivanls, 

3 
qui contiennent x«, x', . . . , de sorle que la difference X — /w* — im — devra ^tre tr^s pelite aussi ; 

les termes correclifs modifieront, comme on le verra plus tard, les mouvements du p^rig^e et du 
noBud. 

T. ~ III. II 
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(A).- 



d}x dy 3 3 3 . 

0= ;7wi — 2(m-M)-^— 3Xj7 cos 210 j;cos2Yi + -/sinQYi 

3 3 

— ^ a (3 COSY) -h5cos3Y)) -h 7- e' [ 2 cos S' -+- 7 cos(2y) — ?') — cos(2Tn-f- K')] 

o 4 

3 
-h ^e'^[2 COSC'-h 7 C0S(2y} — ^') — C0S(2TQ 4- ?')] 

3 

— 7^'/ [7 sin(2y} — ?') — sin(2y) + K')] 



I d^y , dx Z . 3 . 3 

' 0= -^ -+- 2(m-h 1) -j^ -t- -sin2Yi -i- -xsin2Tn -H -/cos2yi 

Ct^ 2 2 2 

3>.^/-^6X^V--5V(7*+^*) 



e/C'^ 



3 3 

/ -h Qa(siny) + 5sin3Y)) — -e'[7sin(2ri — ?') — sin (210 -h C')] 

(B) { o 4 

3 
— ■je'x['js\n{2n — ;') — sin(2Y) + ?')] 

3 

-h T^'y [2C0SC'— 7C0S(2Yi — C') + C0S(2y) + C')] 



(C) 



d^z 



^ -f- (X 4-1) 5 — 3X;r5 + 6\x^z X^(/«+ 5«) — le'z cosC' + • • 



Nous n'avons pas reproduit tous les termes donnes par Euler; ceux que nous 
avons conserves suffiront amplement pour les explications qu'il nous reste a 
donner. 



42. II est aise de voir que x se composera d'une suite de cosinus et j^ d'une 
suite de sinus. On pent verifier tout au moins que, en supposant qu'il en soit 
ainsi, il n'y aura que des cosinus dans le second membre de Tequation (A) et 
des sinus dans (B). Euler considere a part les trois premiers termes des equa- 
tions (A) et (B) et il suppose que Ton ait trouve des valeurs approchees des 
termes complementaires, de sorte que les equations en question puissent 
s'eerire 

d^ — 2(''*-^0^— 3Xx=:r— ^M cos!f2, 

''•^ ^-^M'sinii, 

('0 I c^ 



d^y . ^..^ 



(X + i):^ 
oil 



-2 M'^ sin £2, 



-^^, ~ const. i=c, X = (m-+- iy-\ 
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II cherche les valeurs de x eiy sous la forme 

(12) ^-^N^^^si^, jK— ^N'sini^. 

En substituant ces expressions dans les equations (i i) et egalant a zero les 
coefficients de cosQ et de sin (2, il trouve 

(c»-f-3X)N4-2(m4-i)cN':=M, 
d'oii, en tenant compte de la valeur de X, 

^=3_^^ ^, N'= ' 



(l3) / X — 2 — 6'* X — 2 — C* 

N' = -^ — 2 N. 



Ces formules tomberaient en defaut si Ton avait 



c-rzo ou c = v^X — 2 ; 

elles donneront seulement de grandes valeurs pour N et N', si la quantite c est 
seulement voisine de o ou de ^X — 2. 

Euler ne tientpas compte des integrales generales des equations (11) dans 
lesquelles on supprime les seconds membres. Ces integrales sont, comme on le 
trouve aisement, 

x—'-i — oT— B -h — r(Csmo-r— Dcoso-?')' 

/ = A -h BC'-f- C coscrr-h D sin?^?', 
en faisant 



(T=i/(m-f-i)*--=v^X — 2, 

et designant par A, B, C et D quatre constantes arbitraires. x ne devant pas 
contenir de partie constante, on doit avoir 3 = 0. 

On voit que les expressions precedentes de x et de j introduiront Targument 

c'est Tanomalie moyenne de la Lune. 
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De meine, requation differentielle (C) pourra se mettre wsous la forme 
qui a poup integrale 



: E cos v^X -f- 1 r + E' sin y/X -h i ?' -+- ^ -^ZT' 



L'argument v^X -t- iC'-Hconst.,quis'introduitici, estl'argument wde la latitude 
de la Lune. 
Nous remarquerons que Ton a 



On peut deja en conclure que le perigee est anime d'un mouvement direct 
egal a /in I — i/ 1 ^ j et le noeud d'un mouvement retrograde egal a 

ntli — i/i-h-^j' La connaissance exacte des mouvements moyens du pe- 
rigee et du noeud depend des termes complementaires dans la partie constante 
de I'equation (a"). 

On comprend ainsi qu'il y aura a considerer quatre arguments fondamen- 
taux : 

Y] et J^', qui figurent deja directement dans les equations differentielles, puis 
Tanomalie moyenne de la Lune et I'argument moyen u de la latitude. 

43. Euler suppose maintenant que les quantites ir,y, z peuvent se d^velop- 
per en series convergentes de la forme 

a? = -f- eP -h e»Q -f- e'R -4- aS -I- aeJ -+■ e'U + ee'¥ -+- e^e' V 

-+- rt^' W 4- «* X -h i^eY -f- i^e^Z, 

(i5) { 7 = 0'-heF-f-e»Q'-He'R'-+-aS'-f-«erH-e'U'-+-ee'F'-4-e«e'V' 

; HZ ip -^ ieq -V- le* /* -+- ie' s -h «*r -I- «ar , 

oil Ton designe par e et i des constantes absolues qui sont les valeurs moyennes 
de Texcentricite et de Tinclinaison de Torbite lunaire; 0, P, . . ., 0', P', .. . , 
p, q, ... sont des fonctions des quatre arguments dont on a parle, lesquels sont 
de la forme a -h ^z. II substitue les equations (i5) dans les equations diffe- 
rentielles (A), (B), (C), et egale a zero les coefficients des diverses puissances 
et produits des quantites e, i, e\ a. 
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II Irouve ainsi d'abord, en egalant a zero les termes independants des quan- 
tites precedentes, 

^cjj — 2(m + 0"^ — 3/0 (i + 0)cosaY) 



(i6) 



0' sinan + 3X (o'- i 0'*^ — /JXO* 



^^4-2(m + i)^H--(i-l-0)sinan 

+ - 0' C0S3Y) - 3>00'-4- 6X 0»0'+ . . .= o. 
a 



En egalant a zero les coefficients de e, \\ obtient 



___2(m4-i)^-3XP 



(•7) 



■P (^-|cosarn-6XO-i2XO»H-6XO") 



^ sinan- 3X0'+ laXOO'] 



:o, 



rf»P' , ,rfP 

-^+a(mH-.)^, 



P (^ sinaY) - 3X0'-+- laXOO'^ 



•■( 



P'(-cosaY) — 3X0h- 6X0* 



-|X0") 



. = 0. 



On voil que les equations (16) ne contiennent que les deux fonctions incon- 
nues etO'. Les equations (17) renferment et 0' et, en outre, les deux fonc- 
tions inconnues P et P'. 

En somme, pour a? ety, il forme vingt-six equations differentielles en consi- 
derant les coefficients des quantites 

pour z, il en forme cinq en considerant les coefficients des quantites 

/, ie, ie^y /V, 1*; 

soit en tout trente et une equations differentielles du second ordre. 

44. Plus de 45o pages de I'Ouvrage sont consacrees a Tintegration des trente 
et une equations differentielles dont nous venons de parler. Les coefficients 
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des divers sinus et cosinus, dans les integrales, sont des fonctions de m dont 
on ne determine pas les expressions algebriques, mais que Ton calcule nume- 
riquement. Chacun de ces calculs numeriques s'appuie sur les precedents, de 
sorte que I'exactitude doit diminuer assez rapidement, au fur et a mesure que 
Ton avance. 

Donnons quelques details sur Tintegration des equations (16). et 0' etant 
petits, on pent prendre d'abord 

^0 , , .dO' ..^ 3 

^-77 — 2(m -h l) -T-r — 3A0 C0S2TQ = 0, 

d}0' , ,dO 3 . 

— =-y^+ 2(/n 4- r) -j-7 H-- sinar/ = 0. 

dZ ' ^ ' dt^' 2 

C'est la forme (11) avec 

\K 3 --, 3 .^ d^ dl 

M= > M — -> ii=2Tn, -7^=2-7-7 — 2 — 2771. 

2 2 d^' d^' 

Euler applique les formules (i3) et trouve des valeurs approchees de et 0', 

=:Ncos2Tn, 0'= N'sin2Yi, 



qu'il substitue dans les termes negliges d'abord dans les equations (16), ce qui 

11. sin / sin n 
engendre des termes en 4^» ^^1 

On applique de nouveau les formules (i3), et Ton trouve 



= No-+-Ni cos2Y)-hN, cos4yi, 
0'= N 1 sin 2 TQ -+- N, sin 4to . 

On calcule immediatement les quatre quantites 



cos2Y)4-6XO — i2XO*-h6XO'», 



qui figurent comme coefficients de P et P' dans les equations (17) que Ton pent 
maintenant chercher a integrer. 

Sans introduire directement I'anomalie moyenne ^ par Tintegration meme, 
comme nous I'avons indique page 83, Euler suppose que les expressions de P 
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etP' sont de la forme 

P =(3 cos? 4- -/, C0S(2Y1 — C) -|-djC0S(2TQ -h C) 

-+- 74 cos(4to — + ^4 cos(4Tn -t- C) + • • • , 
P'=:(3'sinC-f-/jSin(2Tn — C) -f- 5', sin(2-o -hf) 

H-y'^ sin(4Yj — 0-+-^l sin(4Tn + O + 

P et P' ne contiennent que sinJ^ et cos^, comme cela doit etre, puisque P et P' 
ne sont accompagnes que du facteur e. 

Euler emprunte aux observations la valeur numerique de la quantite ^> ce 

qui revient a dire qu'il ne cherche pas a trouver I'expression theorique du mou- 
vement de Tapogee, mais qu'il accepte des astronomes sa valeur numerique. 
Des lors, il est facile de comprendre comment on pent integrer les equa- 
tions (17) par des approximations successives, en negligeant d'abord les termcs 
les moins importants. 

II en est de meme pour Targument u de la latitude; la derivee ^, est tiree 

de Tobservation; il en est de meme^ par suite, du mouvement du noeud. Euler 
arrive finalement, pour j?, j, ^, a des expressions de la forme 

X 

(18) x=2^^'^''''''' ^*" (a? -+-a'?'-+-a'^ -+-»"'")» 

ou V, v', v" sont des entiers positifs et a, a', a" des entiers positifs ou negatifs; 
seulement il n'a jamais suppose v'> i ; autrement dit, il a neglige le carre de 
Texcentricite de I'orbite du Soleil. 

Nous croyons devoir presenter ici une remarque importante d'oii il resulte 
que la methode adoptee par Euler ne pourrait pas fournir les elements d'une 
theorie rigoureuse. Les recherches ulterieures ont montre, en effet, que, dans 
les expressions (i8), si Ton fait 

C = bC'-f- const., wr=: b'J'-h const., 

les coefficients b et b' peuvent se developper en series convergentes procedant 
suivant les puissances de m, e*, e'^ et i^. Par consequent, on ne pent pas, comme 
I'a fait Euler dans les formules (i5), developper x, y, z en series convergentes 
suivant les puissances de e, i et e\ ou du moins les coefficients P, Q, R, ..., 
P', Q% R', ..., ou au moins quelques-uns d'entre eux, cesseront d'etre des 
fonctions periodiques et contiendront C en dehors des signes sinus et cosinus. 
Par exemple le terme cP devra contenir une partie telle que e x Hc^J^'*; done, 
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au lieu d'avoir dans x le terme ^'^R, il faudrait prendre e'(R -h HJ^'^). Au sur- 
plus, le calcul precedent semble bien lui-meme se charger de fournir ces par- 
ties genantes, car nous avons deja trouve dans les formules (i4) un terme en C; 
il en amenerait d'autres en Xj^ dans les equations suivantes. Eulei' n'a pas ren- 
contre cet inconvenient parce qu'il ne s'est jamais preoccupe des integrales 
generales de ses equations difTerentielles, mais seulement des solutions parti- 
culieres. 

Neanmoins I'idee d'Euler de partager les inegalites en divers ordres, de 
calculer d'abord completement celles du premier, d'en deduire celles du 
deuxifeme, etc., est une idee heureuse, permettant de separer le probleme en 
plusieurs autres, et elle a ete recommandee encore dans ces derniers temps par 
MM. Adams et Hill. 
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CHAPITRE VIL 

LAPLACE, DAMOISEAU ET PLANA. 



Th6orie de Laplace. — Cette theorie peut etre consideree comme le deve- 
loppement de celles de Clairaut et de d'Alembert; mais la methode est singu- 
liferement perfectionnee; les calculs s'enchainent d'une facon systematique. 
Toutes les inegalites du second et du troisieme ordre sont obtenues et meme 
quelques-unes du quatrieme; les Tables qui resument la theorie representent 
les positions de la Lune a moins d'une demi-minute d'arc pres. Dans le cours 
de ses recherches, Laplace a fait plusieurs decouvertes fondamentales dont 
nous parlerons en temps utile. 

45. liquations di£F6rentielles et fonction des forces. — On prend pour 
origine des coordonnees le centre de gravite de la Terre, pour plan des xy le 
plan de Tecliptique de 1750; soient oc, y, z les coordonnees rectangulaires de 
la Lune et r son rayon vecteur. On introduit, au lieu de 00, y, z, les variables 
a, i^ et s, definies par les formules 



cosi^ _ sini^ s ,. _ V^* 



u ^ a u 



de sorte que ^ est la longitude dans le plan des oj, u Tinverse de la projec- 
tion du rayon vecteur sur ce plan et s la tangente de la latitude de la Lune au- 
dessus du meme plan. Si Ton prend i^ pour variable independante et que Ton 
designe par CI la fonction des forces et par h une constante, on aura (t. I, p. 90) 

/(Pu \/ 2 rdiidvX I d^ du \ dCl s dCl 



\cfp* /\ h* J dv u} ) h} 11*^ dv dK> fi^ du h^u ds 

I d^ ds s dCl 14-5' dCl 



(d}s \( 2 rd^ di>\ 



(i) { \dv* J\ h^J ds> wV /i««« dv dv h}udu h^ u^ ds 

dv 



= 0, 



dt:=L 



T. - in. 



, ,^ / 2 rda dv 



13 
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Si I'on suppose les unites choisies de faijon que la constante f de Tattraction 
soil egale a i et qu'il en soil de meme de la somme des masses de la Terre et 
de la Lune, on aura 

x\ y\ z\ r\ m' sont les coordonnees, le rayon vecteur et la masse du Soleil, 
A sa distance a la Lune, On a (t, II, p. 25o) 

3 I 5 3 

P.^COS^, P2=:-COS*0 ) P, — -COS'0 COS^, ..., 

2 2 2 2 



COS^ = 

rr' 



XX' -\- yy 



la serie qui represente -r est tres convergente parce que le rapport - est petit 
et voisin de 7—- Soient, pour le Soleil, u\ v' et f' les quantites analogues a m, i^ 



etj. 


On aura 


x>=. 


COS*'' 


• v' — 


sini^' 


u' 


r' 


=:V^ 






-^s'^ 


(2) 


J 

cosQ 


u' ' 

_ cos ( i' - 


u' 



L'expression de -r donne 

I xx' -\' ry' + ^z' I /•* /3 ^. i\ rV5 3. 3 A 
A /•'* r r* \2 2/ r'*\2 2 / 

En remplaQant cosO par sa valeur (2), negligeant ^'^, convertissant les puis- 
sances de cos(^ — v') en cosinus des multiples de v — v' et substituant dans 
Texpression de Q, on trouve sans peine 



12 = 



f ; + TTT- [» ■+- 3 C0S(2 t^ — 2 v') — 2^»] 



m' u 
(3) { """87^ 

/8 



-+-^^^*[3(i-4^')cos(^-i^')-+-5cos(3p-3(^')] 



u 

3 m'— 7 55' cos (t^ — v') 



On a laisse de cote, dans Texpression precedente, le terme -j- qui n'intervient 
pas dans les derivees partielles de (2. 
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Le deplacement de Tecliptique est trfes faible et tres lent; s'il etait nul, on 
aurait constamment ^' = o. Laplace avait cru demontrer que la supposition de 
/=o n'entraine aucune modification appreciable dans les coordonnees de la 
Lune; nous verrons dans le Chapitre suivant que cela n'est pas tout a fait exact. 
Le premier terme de Q repond au mouvement elliptique; le second, qui con- 

tient en facteur — > fournit les inegalites les plus sensibles de Ja Lune; le troi- 
sieme, qui est multiplie par -^> fournit ce que Ton nomme les indgalites paral- 
lactiquesy parce que, comme on verra, elles contiennent en facteur le rapport - 

des moyennes distances de la Lune et du Soleil a la Terre et peuvent servir a 
determiner la parallaxe du Soleil. 

Les termes en -7 jouent un role tres pen important, et nous pouvons ici les 
laisser de cote sans inconvenient. 

46. Bornons-nous, pour le moment, a 

Si nous formons g-' ^ ^t -t-> et si nous les portons dans les equations (i), 
les deux premieres deviendront 

(4) 



d,^^""-- — :i^^7;^['-^^^^^(^^^-^^')^ 



3m' «" du . , ,, Zm' fdUi \ r u'^ . , 



d}s 3 m' u'^ r 

(5) ■ 



3m' u'^ ds . , ,, Zm'fd^s \ r u"" . 



(^ = 0. 



Si Ton suppose m!= o, on obtient le mouvement elliptique de la Lune, et les 
equations precedentes deviennent 



d^s d^u 



La premiere donne, en designant par y et G deux constantes arbitraires, 

(6) .v^-ysin((' — 9), 
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et, en portant dans la seconde, il vient 

TT^ "+"'' — 1 ' 

Celte equation est satisfaite, comme on s'en assure aisement, en donnant a u 
la valeur ^Z/'" ,L~ > Tintegrale generale est done 

(") "= 71^(7^7) ' 

en designant par c et gt deux nouvelles constantes arbitraires. 

On peut remarquer que les formules du mouvement elliptique sont ici un 
peu compliquees, parce que la projection de I'orbite sur le plan des xy n'a pas 
pour foyer le point T. 

Cherchons la signification geometrique de y, G, e et gj; est la longitude du 
noeud, car, pour (; = 0, la formule (6) donne ^ = o et, par suite, z = o. Faisons 
une figure spherique ayant pour centre le centre de la Terre; soit L une posi- 

Fig. 6. 




9H P / 



lion quelconque de la Lune, abaissons Tare de grand cercle LP perpendiculaire 
sur a^y (Jig- 6). Le triangle spherique rectangle NPL donne 

langPL ^ sinNP langPNL 

ou bien 

.¥r:=sin((' — 9)langPNL. 

En comparant ce resultat a Tequation (6), on voit que 
y lanpPNL = langenle de rinclinaison. 

Le meme triangle donne 

cosPL sinNP ^ sinNLcosPNL, 
cosPLcosNP ~ cos NX 
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ou bien, en faisant a:N -h NL = (^o» 

(8) sin(.-0)^sin(ro-0)^ ^""-'^^LZ^ -^cos(v,- 0). 

v'l -h .«* \/» + y* v' ' -+- •^■' 

On a ensuite, en ayant egard a (7), 



~~ 7t ~ cos(i* — 0) cos(c7 - 6) ^- sin (i' — 5)sin(TiT — Q) 
I + e 



\^ -\- S' 



OU encore, en verlu des relations (8), 

/i'(tH-y^) 



[r. sinft'o— 6) sin(GJ — (?)1 
COS((^o— ^)COS(CT — 6)H ^— . ^ ^ 

V * ^- y' J 

Soient cTo = ^N H- Nil la longitude du perigee dans I'orbite, a et ^0 le demi 
grand axe et rexcentricite; on a, comme on salt, 

ail — el) 



I 4- eoCOS(ro— GJo)* 

la comparaison de ces deux expressions de rnous donne 

[fl / ^x sin sin (cj— 0)1 
COS0COS(CT — 6) , I 
v^i^y^ J 

[ . ^ , ., cos0sin(n5 — 0)1 
e^ smcjo — <? smycos(TiT — y) h » 

L v»-^y' J 

AX / fiN • / fix esin(Ttj — 0) 



d'ou 



(9) 



tang(GJo— 0) 



tang(T«T — 0) 



A^(i + /) 



, I -h y2cos-(T»T — 0) 
I — e* *^ ^r 

I -f- -/= 

La seconde de ces formules montre que si Ton mene Tare de grand cercle IIH 
perpendiculaire sur Torbite de la Lune, on aura ^H = gj et cos IIH = -• 
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En negligeant les termes du quatrieme ordre, on aurait 

47. Le mouvement rapide des noeuds et du perigee s'oppose a ce que les for- 
mules (6) et (7) puissent etre considerees comme formant une premiere ap- 
proximation servant de point de depart aux suivanles. Laplace prend, en desi- 
gnant par c et g des constantes voisines de I'unite, 



5 = ysin(^r — 9), 
('^) \ _ v^i -hs^-hecosicv — Gj) 

II est facile de voir la signification de g et c. On peut ecrire, en effet, 

et si Ton se reporte au triangle spherique NLP de lay%. 6, on voit que Ton a 

longitude du noeud =: 6 -^ (i ~ g) v; 
longitude du p6rig6e — cr 4- (i — c) ^. 

On voit done que les mouvements du perigee et du noeud sont representes 
respectivement par (i — c)i^ et (i — g)i^. 

Les formules (10) representent un mouvement qui correspond k Tattraction 
de la Terre et a une certaine force perturbatrice (*), et c'est ce mouvement fictif 
qui sert de point de depart pour calculer le mouvement reel, en substituant 
les expressions (10) dans les equations (1). Les nombres indetermines c, g et 
quelques autres coefficients, que nous verrons bientot apparaitre, se determinent, 
dans le cours du calcul, par des equations de condition, de maniere a satisfaire 
aux equations (1). Mais nous commencerons Tintegration en faisant d'abord 
abstraction de Taction du Soleil, comme dans le cas du mouvement elliptique. 

II faut d'abord exprimer / en fonction de ^; la troisieme des formules (i) 
donne, pour le mouvement elliptique, 

dt~ -' 

nous mettrons pour u la valeur (10) et nous trouverons, en negligeant y\ 

(' " =^ ^»(,' 1) [' -^ 5 y* ^ ^cos(ci' _ cT) - ^ y« cos(2^r - 20)J , 

— =1 A'l 14- -(«*-!- y*) — 2ecos(ct> — w) -h -e* cos (act' — 2cj)-4- -y*cos(2^i' — 2 0) 1 1 

(1) Foir, pour rinterpr6tation g6om6trique de cette transformation, une 6tude de M. Radau Sur la 
th6orie des or bites (Bulletin astronomique, aodt 1892). 
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d'oii, en integrant, 

t^ const. -h A' ( I -+- -e*-i- -y* J t' sin(ct'— xs) 

Les coefficients de cette integrale sont un peu modifies par I'action du Soleil. 
Dans rhypothese elliptique, le coefficient de v dans cette expression est egal a 

I 1 

- = a5i ce qui donne 

(i2) /i_zi aM I e* y* -h des lermes du 4*^ ordre en e et y j. 

En portant cette valeur de h dans la formule (i i), elle devient 



(r3) 



a — - I -he*-f- -7y*H- e(I-^e*)cos(ci' — rs)—-. y'cos(2^('— 2 0) ; 



on a neglige seulement le quatrieme ordre. L'expression trouvee pour t donne, 
en appelant ^^ la constante arbitraire, divisant par le coefficient de v et negli- 
geant les termes en e^ et ey^* 

2 ^ 3 s^ v' 

(i4) nt-\-zz=iv sin(c(' — w) -4- y— sin(2c^ — its) 4- j— sin(2^(^— 20). 

On aura de meme pour le Soleil, en faisant / = o, 

3 
(i5) w'^-+-e' = i''— 2e'sin(c't''— cj') -+- ye" sin(2cV— 2©'), 

(t6) I/'— -, [i -f- c'»-+- e'cos(c'/- w')]; 

le coefficient c' est d'ailleurs extremement voisin de i. L'origine du temps est 
arbitraire; on pent supposer e = o, et, en faisant 

(17) •;7='^' 

on trouvera, par Telimination de t entre les equations (i4) et (i5) 

3 
(18) p'— 2e'sin(cV— Tij') h- je'*sin(2c'p'— 2gj') = mi'+ e'— 2mesin(ci' — cj). 

On n'a pas ecrit dans le second membre les termes en me^ et my^ parce 
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que ces lermcs sont du troisieme ordre et que cet ordre a ete neglige dans 

le premier membre; on a lemplace, pour la meme raison, — par we. On 

tire de la formule (i8), par des approximations successives ou par la formule 
de Lagrange, 

v'=: /WP4- £'-+- 2e'sin(c'mi'-4- c'e' — nr') - 2mesin(ct' — xd) 

5 
4- 7e'*sin(2c'/nt^-+- 2c'e' — acj'). 
4 

On pent supprimer e' en convenant d'ecrire plus tard /w^ -h e' au lieu de mv. 
On aura ensuile a substituer dans Tequation (i6) 

e'cos(cV — xs') i=e'cos [c' mv — xs' -r- 2c'e' sm{c'mi^ — xs')] 

— e' [cos(c'mi' — vs') — 2c'e'sin'(c'm^' — cj')] 
^ e' cos{c'nw — xs') — c'*H- e'* cos ( 2 c' mi' — 2xs'). 
II vient ainsi 



mr -\- 2e' sin(c'mi^ — cj') — 2 me sin (ct^ — cj) -h 7 e'* sin(2c'mi' — 2xsy'), 

4 



(19) 

I a'= — 7 [i-f- e' cos(c'm(' — xs') 4- e'* (io's>{2c' niv — 2Cj')] 



Les perturbations apporteront a ces expressions de v' et u' des corrections 
S^' et 8m', mais le terme rnv restera le meme; dans la formule (17), n doit desi- 
gner rinverse du coefficient de v dans Texpression de /, apres tons les calculs. 

48. II faut maintenant substituer dans les equations (4) et (5), ou du moins 
dans les termes multiplies par m!, les expressions (i3) et (19) de 1/, / et u\ 
On voit que, dans I'liypothese elliptique, la partie constante de u serait 



(20) 



-^ i-i-e*-+- ^y*-h Ae*4- Be*y*-i-Cy*-f-. . . j ; 



Taction du Soleil altere cette partie constante de w, mais, a etant arbitraire, 
nous pouvons continuer a la representer par la meme expression (20), ce qui 
fixera nettement la definition de a. Seulement, n ayanl et6 determine de faQon 

que le coefficient de v dans I'expression de / soit egal a -> on n'aura plus la 

relation n^a^ = i. On avait, dans le mouvement elliptique, d'apres la rela- 
tion (i 2) ou la troisieme des formules (9), 

A« = a(i — e»— y«-t- A'e^ -h B'e*y*-+- C'y*-h . . .) ; 

cette relation n'aura plus lieu apres les perturbations, a ayant ete determine 
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d'une autre inaniere ; mais nous pourrons calculer une quantite a, par I'equa- 
tion 

(21) /i« = ai(i — e'— y«4- AV*4-...). // = v/a, (^i — -e«— -y'-4-...), 

a, etant une constante qui, sans Taction du Soleil, coinciderait avec a. Nous 
ferons ensuite 

(22) — ^ =/?';^^ = /;/J; 

sans les perturbations, on aurait 

Cela pose, si nous considerons Ics di versos parties do Tequalion (4), nous 
frouverons d'abord 

(2^) {a'u'y=i-h -e^^-h 3e' cos (c'mr — cj') -t- ~e'* cos (2c' me— 2cy'), 

(aM)-'=z I— 3 e*-f- y y*4-e(i H- e*) cos(ci — nr) — -^y* cos(2^c — - 20) 
+ 6\e^-^jy^-\-e(i-h e*) 0.08(01^ — cr) — -^ y* cos(2^r — 20) 
— 10 I e'-h jy*-f- e(n- e*) cos(c(' — cr) — -^y* cos(2^r — 2^) , 

d'oii, en apportant autant de precision que possible dans le calcul du termo 
constant, pour une raison qui sera indiquee plus loin, et dans celui du coeffi- 
cient de cos(w — Gj), parce que le coefficient de ^ dans Targument est voisin 
de I et que le terme en question grandira par Tintegration, 

{au)-^:= I — 3<?* — tV*"" ^^(' ■+" ^') cos(rr — cr) 
4 

4-6 — [-26 (e^-h jy^j cos(c(^ — ct) — ioe'cos'(ct^ — w)> 

ou bien, enexprimant cos^(r(;— Gy)aumoYen de cos(c(' — tar) et do cos(3c('— 3gt) 
T. -III. 1 3 
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et nc retenant que la premiere partie, 

(9.5) (ati )-^ ~ I — - y* — 3 ( I — - e- ~ y- J ecos(c(' — cr). 

Les formules (23), (2/1) et (2^) donnent ensuite 

(26) — 7-r -^ — — i- I -h e'-h 7 y' -+- - ^^ -— 3 I -f- - e'-h -e M ecos(ci' — cr) . 
2/i* w' 2^/, I I ' ^' \ ^' ^ / J 

En multipliant cette expression par 

3 cos(2(' — 2r') =: 3 cos(2r — 2mv) — 6 me cos ( 2 c — 2mv — cv -h rs) -\- . . . , 
et ne retenant que la partie principale de cos(2r — imv), et dans le produit 

C0S(2«' — 9.niv) (^0S(Ci' — ct) 

que le terme en cos(2^ — 2m^~ w-+- nr), parce que le coefficient de t' dans 
son argument est voisin de i , on trouvera 

(26 bis) —7-r — r cos(2(' — 2r )= -■ cos(2c — 2/;ir) ecos(2(' — imv—cv-^xs) . 

^ ^ 2h^ (i^ ^ ^'^i L ^ J 

Dans le terme 

3m' n'^ du . ^ 

77 -^ ;7-sin(2r — 2r'), 

27/2 ?/♦ (Ye ' 

on pourra remplacer //, //', y;* sin(2^ — 2r') respectivement par 

-> — 7» sin(rr — ct), sin(2t' — 2/;m-), 

ce qui donnera 

!3m' «'' e/M . , ,. 3mJ . . \ . / 
r- — r -7- sin (2 1' — 2«>') — H i- ce sin (cr — xs) sin(2r — 2mr) 
2/i^ ir ch> ^ ' 2fl, ^ ' 
— -. — -ecos(2r — 2mv — cch-ct); 

on a laisse de cote le terme en cos(2^ — 2/wr 4- rr — ci). 

Enfin, dans la derniere partie du premier membre de Tequation (4;» on 
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pourra prendre 



I . I 



a\>^ a a' 



sin(2i' — iv')z=. ^\n{2v — 2//ii') — 2 /we sin ( 2 1^ — inw — ck- 4- cj), 

— = a* [ I — 4 ^ cos ( ci' — CD j] , 
ce qui donnera 

-Hryd^r^-^^)] -[^^'^(^^-^')^^' 

— ^ / sin(2i' — 2i^') [i — 4ecos(c'r — cj)] dv 

3 m * r 

= I [sin (2 1' -- 2mv) — 2e(i 4- m) sin (2 v — 2//H' — cv -h xs)] d\\ 

d'oii, en integrant et reinplagant le diviseur 2 — im — c par i — 2.m, 

( 3m' fd'u \ fu'' . , ,,^ 

-■Ar(^ + "jj sin(..-2.')^. 

(28) / ^ "^ ^ 

i 3//i5 rcos(2i^— 2m(0 2(1 -f-m) , ,1 

r = i ecos(2i' — 2mr — ct^ -h cj) . 

a, |_ 2 — 2 m I — 2 m J 

II ne reste plus a considerer que le terme 

qui, en faisant 

5 = y sin(^'i^ — ^) -h 05, 

et tenant compte de la valeur (21) de A^, donnera 

(29) J = i + e* 4-77^4-7 y*cos(2^'i' — 2O) - 6ys\n{gi> — 9)Ss\. 

Si Ton reunit maintenant les developpements (26), (2G bis), (27), (28) 
et (29), on trouve que Tequation (4) devient 



-i-r -+- M I 4- e* 4- 7 VM H ^ I 4- e* 4- 7 V* 4- - e'M 



(A) 






3m} ^ , o /•N / N 3''*? 2~m . . 

; — - (2 4-e'4- 3e'*) ecosfcr — gt) 4 cosiiv — iniv) 

4ai 2^1 I — m ^ ' 

3mJ 5 4- ^m , x ^ • / ov 

i ecos(2^' — imv — cv -^xs)— 7- y- cos(2>^^ — 2 0) 

2ai I — 2m ^ 4«i ' ^ ^ 

3 

4 y sin ( ^^ — ) 3^ = o. 

^1 
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el ne retenant que la premit-rp partie. 



?> I a// ~^ — I — T / 



Le> formules i ^3 .. i 24 » el 1 a** i dnnnenl ensuit^ 

"*' " * '^'i . • > • r ^ ' - < . / 1 

— — -— = — - I ~ r* — % - 1 I r ' I — T ; — -^ » ^ — -> - ^ , .^^ or — s^ . 

ni u^ m: [ . i , ^ . ^ ' . ^ . 1 

En mulliplianl cetle expression par 

3 C«>5- 2 r — J * =1 > * OS ?t- — 2/7ir — n nff COS 1 * — 3 Tii — r» — ^ — . . . - 

el ne relenanl que !a parlie prinoipale de 00s 2% — 2/w *. el dans Ir- produil 

que le lerme en oosi 2%- — 2/7^- — n- — cr k. paroe que le ooetfioienl de r dan? 
son ar^zumenl esl voisin de i, on Irouvora 

. , . 3 'H .'/ * 3 'Tj - f 3 — 4 '■* 1 

yr^ t IS — — — -COS ^ »^ — >» ^i — COS ?- ->'\. - <'Oi>s 2* — 1 '^^ — <>' — ^ I. 



3 m ' f 

— >» = COS 



Dans le lerme 



<i;l >. 



on pourra remplaoer //• f/ . -;-* sin'2* — 2* ■ resjvvtivemenl p>r 






*v qui donnera 



r- — — sm 3* — 1* r .v>;r. .". — V >U\ 



w ,«» 



> »•; • 



f c oo> ^ . — 3 -*i . — c. — r : 

on a laisse de cole le lerme en oosv 2* — 2 ••:% — tv — cr . 

Entin* dans la derniert^ parlie du prx ;n er numhre do l\s}ual:on x^k on 
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pourra prendre 



d^u I ,1 

dv^ a a 



s\n{iv — 2i^') m sin(2^ — 2tm) — 2 /we sin (ac — 2mv —- ck? -\-xs), 
— = a* [i -— 4ecos(cv — ro j], 
ce qui donnera 

=: ^ / Sin(2r — 2 1^') [l — 4eC0S(Ci' — CT)] i/i* 

3 /n * /* 
= ^ I [sin (21' — amr) — 2e(i -h w) sin (2 f — 2 mi' — cr -^ nr)] <fi', 

d'oii, en integrant et remplagant le diviseur 2 ~ -ini — c par i — 'ini, 

(28) / ^ ^^ 

i 3mJ rcos(2t^— 2mt') 2(1 4- m) , ,1 

r z::z i ^ -ecos(2i* — 2/Wt' — cv-\-m)\. 

, a, |_ 2 — 2 m I — 2 //I J 

11 ne reste plus a considerer que ie terme 

— '- — 1"""-/7('"^'■^•••)' 

qui, en faisant 

et tenant compte de la vaieur (21) de h^, donnera 

(29) '^ J = \ 1 -h e^-hyy^-i- jy^cos{2gv — 2O) ~ 3y sin(^i^ — 0)35 . 

Si Ton reunit maintenant les deveioppements (26), (2G bis), (27), (28) 
et (29), on trouve que I'equation (4) devient 

dv^ ai\ 4/2ai\ 4 2/ 



(A) 



3m* • o /•s / X 3/71* 2 — m , . 

— - (2 -he*-h 3e'*)ecos(ci' — Gj) n ^ cos(2^^ — ami') 

4^1 2«i I — m ^ 

3mJ 5 H- 4m , x •^ * / ax 

s ecos(2(^ — 2mi^ — cv -^tn) — -ry cos{2j^i' — 2Q) 

2a, I — 2m ^ ' 4«i 

3 
^1 
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On voit qu'on a conserve deux termes du second ordre en cos(2t' — 2m^) et 
cos(2^^ — 2O); les coefficients de ^, dans ces arguments, sont voisins de 2. On 
a garde deux termes du troisieme ordre en cos (c(^ — cj) et cos(2^— 2/w^— ct^H-cj) 
parce que, les coefficients de ^ etant voisins de 1, Tintegration abaissera ces 
termes au second ordre, ce qui ne serait pas arrive pour les autres termes du 
troisieme ordre, 

49. Faisons des operations analogues sur Tequation (5). Considerons dV 

3 tn' u'^ 
bord le terme - tj T^' ^^^^ pourrons prendre 

5r=ysin(^n' — 0), 
d'oii 

3 ffi' u'^ Sin] a I „ 3 



2 /i^ «* 2 a, 



3 T 

I -h 2ef*H — e'^-i- •/2cos(2^t'— 2 9) y sin(^i' — 0), 



d'oii, en transformant le produit sin(^^ — 0) cos(2^i' — 2O) et ne gardant que 
le terme en sin(^^ — 0), 

On aura ensuite 

3 m' u'* Sm\a .,,,,, 

2 h^ U^ 2(11 ' ^^ ' ^ ' 

/o \ 3 m' u'^ . .^ Zni\ . , .. 

(3i) r T 2 ~ •^•cos(2i'— 2/) = 7-i-y sm(2i^— 2mv — gs^-^- 0). 

Quant au terme 

3 m' «'=^ r/A- . , 
2 A* «^ rti- 

on pourra y prendre 

A' — a, , «'* - -^^ , "' == ^v ' 5^ = 7^ cos(^i' — ^) = y cos(i-(> - ^) , 

sin(2^' — 2/) iL^ sin(2i' — imv)^ 
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cc qui donnera 

(32) TV — r -7-sln(2^' — 2i'') zz ^ y ^xni'iv — 2m\> — gv -^ d)\ 

^ ' 2h^ u'* dv ^ 4 ' 

le dernier terme de I'equation (5) 

est de I'ordre m\, car 

— 4- 5 = y ( I - i^ « ) s 1 n ( ^ i' - ) 4- -^ -^ d5 

est de Tordre m\ ; on doit done le laisser de cote. II n'y a plus qu'a reunir les 
developpements (3o), (3i) et (32), moyennant quoi Tequalion (5) deviendra 

\ s-^^-^^''?('"^'''''^^'''"^2^'*v^*"(^'^""^^ 

f — -mj y sin(2i^-— 2/ni' — ^i^-f- 0) zz o. 

50. Integration de Tdquation (B). — Pour integrer cette equation lineaire, 
nous ferons 

5=:y sin(^i^ — 6") -h (5;?=: y sin(^'i' — 6) -f- A sin (2 1^ — amr — gv h- 0), 

A designant une constante; en substituant cette valeur de^dans I'equation (B) 
et egalant a o les coefficients de sin(g^i' — 0) et de sin(2(;— 2/n^ — ^-H 0)» 
on trouve 

(C) g^~\-\- -mj n-+- 2e»— -/-h -e'M, 



2 I — (2 — 2m — gY 
On pent remplacer dans la derniere formule g par Tunite, et il vient 

2 4^^ 
/w, differe tres peu de w, comme on le verra plus loin. On aura done 

3 
(33) d^zz ^my sin(2i' — ini%> — gv-\- B). 
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On voit qu'il y a eu un abaissement d'un ordre, parce que le coefficient de ^ 
dans Targument est voisin de i. 
La fopmule (C) donne 



jj^,^ae«-iy«+^e'«) 



(34) g=i-{--jm 

On a, en designant par Q la longitude du noeud ascendant moyen introduit dans 
la premiere approximation, 

f=-^K (, + ,..-!,.+ 2...). 

Cette quantite serait constante s'il en etait ainsi de e\ mais on sait que, en 
vertu de I'attraction des planetes sur la Terre, et notamment de Venus, Fexcen- 
tricite e' de Torbite terrestre est variable et que, pendant tres longtemps, elle 
ira en diminuant avec une lenteur extreme. On pent ecrire 

et il vient, en negligeant e''^, 

d'oii, en integrant, 

(35) Q:=e_|;^5(^|^,e«-iy«^|eo«).+ ^e;e>«. 

La longitude du noeud a done une equation seculaire, en ^^ ou en /^, ce qui 
revient a dire que G, au lieu d'etre constant, contient une partie proportionnelle 
au carre du temps. C'est Tune des decouverles de Laplace. On peut ecrire, si 
Ton veut, 

(36) Q:^0^^;n;^i4-2e»-iy«+^e;«)^-|m;j^(e'*--<*)^r. 

61. Int6gratioxi de I'dquation (A). — II convient d'abord d'y remplacer 8^ 
par sa valeur (33); on trouve 

3 Q /w v' 

— y sin(^(' — 6)8s=i -^ — l-[cos(2p — 2mv — 2gv-\- 2 0) — cos(2^— 2mp)], 

Q'\ ID Cl^ 

Ces termes sont du troisieme ordre, et le coefficient de p dans Targument dif- 
fere de i d'une quantite finie; nous devons les omettre. Nous poserons ensuite 
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avec Laplace 

a — Uq -\- du , 

Wo designant la partie elliptique (i3) 

et 8u etant de la forme 

$u " Bo 008(2^^ — 2/nr) -f- Bi cos(2(' — 2mv — cv -f- w) -t- Bt cos(2^r — 26), 

oil Bo, B| et Ba designent des coefficients indetermines. En substituant cette 
valeur de u dans Tequation (A) et egalant a zero le terme non periodique et les 
coefficients de cos(c^ — cr), cos(2i' — 2w^), cos(2^ — 2m^ — a'4- car) et de 
cos(2^^ — 26), on obtient les conditions 

(37) ;;(-- ^'-^ ^') = . ^ (•+«'-iy')-Sj ('--«'- 4-^'- -!^")' 

-(H-eM(i — cM— ^e(2-he«-h3e'«)r=:o, 
a 4^1 

rfc r / v«T 3m? 2 — m 

"•■ ^ ^ ■• 2^1 I —m 

B, Fi — ('^ — c — 2'w)-l i ^ c==o, 

* •- ^ .' •• 2«i I — 2/n 

La relation (37) donne 

'^ ' ' a a^ 2^1 \ 2 / 

d'oii Ton tire a^ en fonction de a et de /w,. 

Les formules (38) donnent ensuite, en ne considerant que les parties les plus 
importantes, 

i I — c«=^m}(2-h3e'«— e*), 
4 



(38) 



3 ,/ 3 „ I A 

4 ' \ 3 2 / 
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et 

-^ m\ 1 5 m\e i5 m,e 

^ ^ Hi * 8 moi 8 <7, ' 



3B..L\,._„*5,.(i_i); 



cette quantite est du quatrieme ordre, et Ton doit prendre Ba = o. 

On a done finalement, en negligeant seulement le troisieme ordre, 

3 

(E) s = ys\n{gif — 0) 4- ^mys\n(2v — 2mv — gv -\- 0), 

I aw = I -f-e*H- yy'-f- ecos(cc — m) — jy^cos>{2gv — 26) 

(F) I "* ,5 -* 
-h m*cos(2r — 2nn>) 4- -^mecos(2r — 2nii' — cv -f-cr). 

Les formules (D) donnent pour (i — c) ^ un moiivement direct du perigee ; la 
quantite i — c contenant e'^ est lentement variable. Soit 11 la longitude du 
perigee introduite dans la premiere approximation; on a 

n =nT-f- (i — c) (', 
d'oii, en integrant, 

On voit que le perigee, comme le noeud, est anime d'un mouvement secu- 
laire. 

52. Indications g6n6rales sur les calculs de Laplace. — Nous ne pou- 
vons pas les exposer en detail; nous nous bornerons a dire que le grand geo- 
metre s'est propose d'obtenir toutes les inegalites du troisieme ordre dans les 
expressions de m et^ en fonction de v. II a developpe les termes parallactiques 
que nous avons laisses de cote; il pose 

( 4o) .9 — ^0 H- <5.9, u = //o H- hu , 

s^ et Wo ayant la meme signification que ci-dessus, et il admet que Is et Sw peu- 
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vent se developper en series de sinus et de cosinus des multiples des quatre 
arguments 

2t' -'2 mi', cv-n^, c'mv — Tn', gv — 9, 

sous la forme 

(40 i ^^ ^^^^r^^'^'^^'y^ {^rj ^''''[^ ^(<^'' -^) 

\ ±: 0L'{c'mv — xs') zb (3(^i^ — B) ±. ^{v — mv)], 

oil a, a', p, I et a designent les nombres entiers positifs o, i ou 2. L'indice y, 
place au bas des lettres x et -ift), indique Tordre des coefficients relativement 
a m : soit fait 

±:a±:a'm±Pil=(T = S; 

X et lib sonl de Tordre 2, si i - S est fini, 

» » I , si I — S est de Tordre de m, 

» » o, si I — S est de Tordre de /w', comme i — c et i — ^ 

par exemple. 

Laplace substitue les valeurs (4o) dans les equations differentielles et il 
egale a zero les coefficients des divers sinus et cosinus, ce qui lui donne autant 
d'equations qu'il y a de coefficients ci> et iil>, soit vingt coefficients X et seize ifl. 
Dans les conditions deduites de I'equation difl'erentielle en w, les ifl jouent un 
role secondaire; dans le cas de s, ce sont les .A, qui deviennent accessoires. 
Enfin, il convient d'observer que g et c se determineront en egalant a o les 
coefficients de cos(a' — gj) et de sin(^r — 0); ce cosinus et ce sinus etant sup- 
poses ne pas figurer dans 8s et Sa, aucune des quantites ^i, et ift) ne les accom- 
pagnait. Au degre de precision dont Laplace s'est contente, les coefficients X 
et ifl, n'enlrent chacun qu'a la premiere puissance. On doit comprendre que les 
equations dont il s*agit ne difl'ereront de celles que nous avons trouv^es que 
par des termes en m\ 

53. Expression de i en fonction de (^. — On a 

dv 
dt — 



, . / 2 rd^ dv 



il faut substituer dans le second membre I'expression (4o) de u. On aura d'a- 
T. - [ll. i4 
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bord 

-— zz: - - I e* y'— 2ecos(ci' — xs) -+- -y'COS{2gv— 26) — 2adu 

-f- -e^cos{2Cif — 2fs) -f- 6ae$ucos{cv — cj) -+-. . . L 
puis, en meltant pour h sa valour (21), 

I T—: — -— I — 2ecoS'(ci' --W) h -y-cos(2^'r — 26) — 2aSu 

(43) '"' v'«- L ^ ^ 

( -+- -e'cos(2Ci' 2fB) -f 6ae3w cos(ci^ — w) -h . . . . 

La partie non periodique du second membre, en faisant abstraction de Sw, se 
reduit exactemenl a -p^j et il en devait etre ainsi, car, dans le mouvement ellip- 

tique, la partie constante de ^ est representee par a^ ou aj. 
On a ensuite 

V ' "^ ^* V <^^ "' 

11 taut maintenant multiplier les deux developpements (43) et (44); en 
reduisant le dernier a Tunile, cll n'a pas d'autre terme non periodique que --=cl{>, 
car Sm et oucos(ci^ — cj) sont entierement periodiques. Si Ton remarque que 

/ ^ ^ a ete remplace, a un facteur constant pres, par / ^sin(2(^ -- 2mv)ds^ 

et que cette integrale contient des cosinus des arguments 

2v - - 2mi> ± ol{cv — Ts) ± a'(c'mv - ts') ±: ^{gv — 0), 
on verra que, dans le produit 

I — 2eC0S(cr — GT) -t- -e* C0S(2Ci^ — 2XS) h — y'cos(2^p — 20) / ")~ 1 ' 



I'argument 2(^— 2m(^ ne pent pas disparaitre; ce produit ne contient done pas 
de partie non periodique; il n'en sera pas de meme de 



[ — 2a5« 4- Gaedw cos(c(^ — Tij)l / -^r 
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mais la parlie non periodique correspondante conliendra m* en facteur. Nous 
aurons done, en ne conservant dans notre exposition elenientaire que Ivs termes 

en m^, — pour la partie non periodique de ^ ou bien, en remplacanta par sa 

valeur (87 bis), 

aj ( i-t-m} H- -m*e'*-f- . . . j. 

Si done on fait 

on aura 

t — — I ^ / (e''— e*) av -h const. -+- des termes periodiques, 

d'oil 

VTTz nt -h e fn\ I (e'^ — e'^^) n dt 4- des termes periodiques. 

On voit done que la longitude moyenne, par suite de la variation de e\ con- 
tient un terme en t^ : c'est Vacceleralion seculalrcj qui constitue Tune des 
grandcs decouvertes de Laplace. On doit comprendre maintenant pourquoi nous 
avons conserve partout e'^ : c*etait en vue d'arriver a Tacceieration seculaire. 
Nous donnerons dans un autre Chapitre des details historiques et theoriques 
tres complets sur cette acceleration. 

Si Ton elimine n, entre les equations 









il vient 
mais on a fait 



m? 









z= n'^d* = m^n*a^ 



il en resulte done 

(45) m\ — rn}i\- ^- m\\^m}i\---^rn}\. 

Laplace pose ensuite, pour trouver t en fonction de ^, 

t-\-t = V'\--m} f(e'* — e'^)dif 

^ 4-2 efe^e'^'y^f^\sin [it: a (cr - rs) 

±a'{c'nn> — Tn')± ^{gv — 0) ± (j{v- mr)]: 
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les coefficients a^''^ se trouvent, d'apres ce qui precede, exprinies a Taide 
des j(o^^P\ 11 peut aussi calculer a^''^ quand il a resolu les trente-six equations qui 



lui donnent x^^^ et ub^''^ 



Si Ton veut aller plus loin dans les approximations, il convient d'introduire 
encore plus de precision, comme le fait Danioiseau. On posera a ;>non les for- 
mules (40» (42) et (46); on en deduira 

13 

en posant, pour abreger. 

On tirera de la Tcxpression de i^' en fonction de ^; on en conclura celles de u' 
et de (2v — 2(^'). En substituant dans les equations differentielles (i) et 

effectuant la quadrature f -.- -j^ on pourra egaler a o les coefficients des di- 
vers cosinus de &, ce qui donnera trois series de relations pour determiner les 
•^^'"t '^^«>^''^ 6t Q^^^; ces equations se preteront ires bien a la resolution par des 
approximations successives. 



54. Calcul de rin6galit6 parallactique. - Nous donnons, a titre d'exemple, 
Ic calcul d'une inegalite du troisieme ordre. Nous Tobtiendrons en considerant 
dans la fonction 12, formule (3), les termes 



m' u 



f„fk 



i2 = . . .4- -j-^ [3(1 - 45») cos(r - i^') ~h 5 cos(3 (^ - 3^')] -+-• • • > 
qui donnent, en negligeant /n^5^ 

L'equation differentielle en u peut s'ecrire 

cPu _i_d^du ±f^ \ rd^dv 

3 m' //'* 
4- g -^ -^ [3 cos( i^ -v')-h^ cos(3 v> - 3 1;')] = o. 

On peut remplacer — (^ 4- uj par ^ et ne considerer que Targument 



Diaitized bv 



Google 



LAPLACE, DAMOISEAU ET PLANA. 1 09 

parce que ie coefficient de (^ y est voisin de i . Dans ces conditions, on aura, en 
considerant u el u' comme constants, 



-— — — -— sin ( i' — (^' ), 



'6m' a* cos(i -— m) v 



rd^civ 3m' r u'^ . , , ^ 6m' a» cos( 

J dv u* 8 J w* ^ ^ 8 a"" i 

d^u 3m' a} . , ,^du /3 q\ m' a> 

-^ est de Tordre de e; done le premier terme du second membre pent etre ne- 
glige devant le dernier, et il vient simplement 

d^u \bm' a^ , , i5m^ a , 

rtr' 8 A* a* 8 a «' 

On tiendra compte du second membre en posant 

if 11 ^ / N 1 

w~-i-h...-f-H ,cos(i — m)v -\-. . . ; 
« [ rt I 

en substituant dans i'equation diirerenlielle, il vient 

H [, - (, - m)>] .-- -| mS H .-- |^ m, 

ro ' r '^'^ ^ / N 1 

(48) w==-i-4-...— ^ -7 cos ( I - m) ( -h. . . . 
^ a L 16 a' J 

On aura ensuite 

dv~ hu^y h}J d\> u*) 

a* r i5m a , . If 3m* a , , 1 

"=X[^-*- -^ 8"^cos(,-m).-^...J|^,- — ~,cos(i-m)r-f-...J, 

d'oii, en ne gardant que la partie principale, 

dt \ V i5m a , . 1 

i5 m a . , . 

71/ 4- x=:P -+-...-+- ^ -7Sin(i--/n)('-f-..., 

o 1 -- m a 

(49) (>=:/i^4-x-4-...— -^/n^sin(i>-i'')-^.--- 

Telle est Finegalite cherchee; elle est du troisieme ordre parce que m est du 
premier et -, du deuxieme. Sa periode est un mois lunaire; son coefficient doit 
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etre un peu inodifie par les approximations ulterieures, et, comme on le verra 
plus tard, il faut le multiplier par i - 2v, v designant le rapport de la masse de 
la Lune a celle de la Terre. On le trouve finalement egal a i25",5. Inversement, 
si Ton arrive a le determiner par les observations, on pourra en conelure la 
valeur du rapport - , et, en faisant intervenir la parallaxe de la Lune, qui est 

bien eonnue, on en deduira la parallaxe du Soleil; ce proeede, propose d'abord 
par Mayer, a ete souvent applique. Laplace a trouve ainsi 8", 6, Hansen 8^,92 et 
Stone 8", 86 pour la parallaxe horizontale equatoriale moyenne du Soleil [voir, 
pour plus de details, mon Memoire Sur la parallaxe du Soleil (Annales de COb- 
sen^aloire de Paris, t. XVI)]. 

55. Pour resoudre les equations dont dependent les coefficients ,x^^^ et ifi^''*, 
Laplace a emprunte aux observations les valeurs de m, e^ valeur de e' en 1730, 
y, c et g, et enfin du coefficient de sin (c^ — cr) dans nt. II a pu ainsi determi- 
ner c et ^ par la theorie, au moyen des deux equations separees dont nous 
avons parle aux n*^* 51 et 52; il a trouve des valeurs qui ne different des veri- 

tables que d'environ > • 11 convient d'observer que sa theorie est analy- 

tique (*) pour ce qui concerne les puissances de e, e\ y et --; et numerique 
pour m. II a evite avec soin les developpements analytiques suivant les puis- 
sances de m, parce qu'il avait constate que leur convergence etait tres faible. 
C'est ainsi qu'il a represente par —(/>-+- yc'^) le coefficient de ccos(c^ — car) 
dans Tequation (A) et par />"-+- q"e'^ celui de ysin(g{'— 0) dans I'equation (B), 
et qu'il a determine les valeurs numeriques de p, q, p" et q" . On trouve, en 
effet, pour les equations seculaires du perigee et du noeud, 

au lieu de 

|m« r(e'«-e;«)e/r et ^^m} ^{e^^- e'})dv -, 

on voit que le terme en m^ apporte une correction considerable a Tequation 
seculaire du perigee. 

Mayer avait constate par Tobservation, dans la longitude de la Lune, Texis- 
tence d'une petite inegalite ayant pour periode celle de la revolution du noeud 



(>) Pas comploteraent, car les coefficients aV et \lb doivent contenir aussi des puissances paires 
de e et 7. 
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de la Lune. F.aplace en a trouve la cause tlieorique : elle provient de Taplatis- 
sement de la Terre, si bien qu'on peul determiner par cetle voie Taplatisse- 
ment. 11 a prouve, en outre, que cet aplatissement produit aussi dans la latitude 
de la Lune une inegalite sensible. Nous expliquerons tres simplement le calcul 
de ces inegalites dans le Chapitre IX. 

56. Th6orie de Damoiseau. -- L*Academie des Sciences ayant propose 

pour sujet du prix qu'elle devait decerner en 1820 la formation de Tables lu- 

naires uniquement fondees sur la theorie de la pesanteur universelle, deux 

pieces furent envoyees au concours. Tune par Damoiseau, I'autre par Plana et 

Carlini; elles ont servi de base a deux theories de la Lune dont nous allons 

parler un peu, celle de Damoiseau et celle de Plana. La methode suivie dans le 

premier de ces Ouvrages est exactement celle de Laplace, avec plus d'etendue 

dans la liste des inegalites et plus d'uniformite dans les calculs. Damoiseau pose 

immediatement 

w=r^/o^-3M, s=zy sin (gv — 9) -hdsy 

adu = ^X(P^ e^e'^'y? (^\cos^, 

nt-hB^i^-^-k C{e'^ — e'^) dv -h ^ C^''^ e«e'«'yP ( -^ Ysin^, 

3r — zb a(cr --GTj ± a' (c'/nt^ —w'} d=J3(^i' — 0) lb <t(^' — mv)\ 

Sq designe la partie elliptique, dans laquelle on a conserve les quantites du 
sixieme ordre. II y a quatre-vingt-cinq coefficients Ao^^^ autant de e^''^ et trente- 
sept ift)^''^ On calcule les expressions de u' et de v' en fonction de ^ et des coeffi- 
cients Q^P^; on substitue dans les trois equations differentielles, et, en egalant a 
zero les coefficients des divers sinus ou cosinus, on forme les deux cent sept equa- 
tions propres a determiner les inconnues; il y en a meme encore deux a I'aide 
desquelles on calcule c et g, C'est peut-etre Tapplication la plus importante qui 
ait jamais ete faite de la methode des coefficients indetermines. Les equations 
sont resolues numeriquement, par des approximations successives^ apres qu'on 
a substitue, pour /n, c, g, e, e\ y, ,» leurs valeurs. Enfin, Damoiseau renverse 

la serie qui donne / et exprime la longitude vraie v a Taide des quatre argu- 
ments : 

Notat. Dam. Notat. Hansen. 

Anomalie moyenno do la Lune x g 

Anomalie moyenne du Soleil z g' 

Longitude moyenno do la Lune moins cclle du Soleil / g — ^-+- w — w' 

Longitude moyenne de la Lune moins celle du noeud y g-^ ^ 
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Pour qu'on puisse se faire une idee exacte de la valeur de la theorie de Da- 
moiseau, j'ai donne dans les Tableaux ci-dessous la comparaison des coefficients 
des sinus des divers arguments, dans Texpression de la longitude, obtenus par 
Hansen et Damoiseau. J'ai emprunte les coefficients de Hansen a un Memoire 
de M. Newcomb : A Transformation of Hansen s lunar Theory compared with the 
Theory of Delaunay. La colonne H. — T. se rapporte aux Tables publiees par 
Damoiseau en 1828 avec des coefficients rectifies. 

Relativement a la convergence des series, elle est un peu plus grande dans 
Texpression de la longitude moyenne en fonction de la longitude vraie que dans 
I'expression inverse; mais la difference n'est pas tres grande. 

g et g' designent les anomalies moyennes de la Lune et du Soleil, co et co' 
les distances des perigees au noeud lunaire. On a inscrit seulement les coef- 
ficients des sinus des multiples des angles o), o) , ^ et g\ 
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Hansen. 



H. ~ Da. 



H. T. 



H.-Pl. 



H. - Po. 



l^-hO^' 


i-2264o,i5 


^0,45 


-rO,45 


-o,48 


4-0,45 


0,00 


-l-a-^o 


-H 


769,06 


+0,34 


-0 , 26 


—0,42 


~o,47 


—0,06 


-+-3-ho 


-4- 


36, i3 


— o,8i 


i-o,o3 


— o»59 


-0,59 


— o,o3 


4-4 -J-o 


-4- 


1,94 


-o,o5 


— 0,16 


— 0,06 


— o,o5 


— 0,02 


-h5-ho 


-h 


0,11 


0,00 


4-0,01 


—0,01 


» 


—0,01 


—3-1 


-h 


o,5i 


-f-0,16 


4-0, l5 


^-o,»9 


-^-0,19 


4-0, o3 


— '2 ~ I 


-t- 


7,67 


0,00 


4-0,07 


4-0,33 


4-0,34 


4-0, o5 


— 1 — 1 


-1- 


109,92 


-t-o,65 


-f-0 , 52 


-1,18* 


4-0, o3 


4-0, i3 


0— I 


-f- 


669,8. 


-3,83 


-3, .3 


-^1,21 


-40,92 


4-0,28 


1 — 1 


-+- 


148,02 


o,-;t8 


-0,02 


-0,04* 


,0,33 


4-0, 56 


•2—1 


-- 


9,7^ 


—0,02 


-0,08 


4-0,08 


4-0,07 


-F0,l3 


3-1 


-- 


0,67 


4-0,10 


-^-0,17 


4-0, 3 1 


+o,3i 


4-0,04 


— 1--2 


-f- 


1,18 


4-0,04 


—0 , 02 


4-0,01 


4^0,01 


-^0 , 02 


— -2 


-\ 


7,5i 


-r-0,17 


"0,3i 


-o,36 


-0,34 


^0,02 


I — 2 


'V 


•..,59 


4-0,07 


-0,09 


4-0,46 


-0,25 


4-0,10 


•2-2 


-r- 


0,19 


)) 


» 


4-0, 12 


» 


-*-o,o3 


3 to -- 2 w' 
















o/r -0^' 


— 


0,'23 


» 


» 


— o,o4 


»* 


—0,07 


I 


— 


2,54 


4-0, o5 


— 0,06 


-0.53 


~o, >l 


—0 , 32 


•I 


— 


0,19 


-^0,14 


» 


— o,i> 


- 0,12 


o,oi 


— I— I 


— 


0,18 


u 


M 


4-0, 3-A 


-^0,32 


-0,11 


0—1 


-+- 


2,52 . 


— o,o3 


- -1,82 


-+-3,91 


—3,80 


4-0,65 


I - 1 


^ 


•28,56 


4-0,11 


1-0,44 


4-0,25 


— o,o5 


-+-0,94 


2—1 


- 


24,45 


0,37 


fo,i5 


-0,84 


4-0 , 59 


4-0 , 1 5 


■\ -I 


— 


2,93 


-<-o, 10 


r^0,07 


— o,o5 


"0,o5 


-T-o,o> 


4-1 


— 


0,29 


— 0,10 


- -0,10 


— , 20 


M 


— 0,02 


—2—2 


-f- 


o,9'> 


-^0,02 


4 o,o5 


4-0,08* 


-0,34 


4-0, o4 


— I -2 


-h 


13,19 


4-0,38 


4-0,19 


-ho,38 


4 0,29 


-ho,o4 


-1 


-+- 


211,71 


-40,14 


-0,19 


-0,65 


-0,08 


4-0,25 


1—2 


-+- 


4586,56 


--3,o5 


-1,64 


-^-0,91 


-0,44 


4-0,32 


a— 2 


-t- 


2369,75 


-0,25 


-^ o,o5 


-0,57 


-i,o5 


—0,01 


3-2 


-^ 


i9»79^ 


0,27 


-o,'>.5 


—0,20 


-0,19 


— o,o5 
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Hansen. H. — Da. II. - T. H. — PI. 



ii3 



II -Po. 



11.- D. 



a ci) — 2 ci>' 
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H 


ft 


„ 


„ 


H 


4^—2^' 


-+- 14,38 


-o,36 


H-0,28 


-^0,26 


-hO,27 


—0 , 02 
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0,00 
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1-3 
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—0,04 


-^0,02 
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-+- 0,28 
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-^0,17 
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U._Da. H. — T. H.-PL H.-Po. H.- D. 

n It H n w 

» » » » — o,o3 

» u » » — 0,04 

■4-0,04 -+-0,02 0,00 » 0,00 

On a laisse de cdte tous les coefficients qui, chez Hansen, sont inferieurs 
a o", I. On voit que les differences Hansen — Damoiseau sont generalement 
faibles; il n'y en a que quatre qui laissent beaucoup a desirer, elant egales a 
— 3", 85, — y^oS^ — 2'', 95, -h 2'',4i (*).Ensomine, la theorie de Damoiseau a 
fait faire un progres enorme aux Tables lunaires et n'a pas exige, apres tout, 
des calculs par trop longs et compliques. Sa methode est, comme nous Tavons 
dit, celle de la Mecanique celeste; il est bon de citer k ce sujet ces quelques 
mots de Laplace (^) : « Cette methode me parait devoir donner les approxima- 
tions les plus convergentes. En effet, les forces perturbatrices se presentent 
sous cette forme (forme procedant suivant les sinus et cosinus des multiples 
de la longitude vraie) ou du riioins elles y sont facilement reductibles; pour les 
reduire a une autre forme, par exemplc a des series de sinus et de cosinus 
d'angles croissant proportionnellement au temps, il faudrait, a cause des ine- 
galites considerables du mouvement lunaire provenant soit de sa partie ellip- 
tique, soit des perturbations, porter fort loin les approximations, ce qui com- 
pliquerait Tanalyse et rendrait les approximations moins convergentes. » 

57. Th6orie de Plana. — Elle est developpee dans trois enormes volumes 
in-folio. C'est encore la longitude vraie qui est prise pour variable indepen- 
dante; les equations differentielles sont celles de Laplace. Tous les calculs sont 
analytiques, et les coefficients x^p\ '\S^^^\ e^^ que Laplace et Damoiseau calcu- 
laient numeriquement, sont developpes suivant les puissances de m. Plana ne 
determine pas tout d'un coup les expressions de «, s et de nt en fonction de s^\ 
il divise le travail en plusieurs parties, determine d'abord u et s, comme nous 
Tavons fait plus haut, en negligeant le troisieme ordre, en conclut nt, puis u' 
et (^. II revient aux equations differentielles, qu'il integre par la methode des 
coefficients indetermines, en ne negligeant plus que le quatrieme ordre dans 
u et $\ il determine ensuite nt, et ainsi de suite. Cest moins simple et plus dif- 
ficile a suivre que chez Damoiseau; au fond, c'est la meme chose, sauf la diffe- 

(*) Elles se r6duisent i — 3'',i5, — 1*,64, — B^SS, -i-o',o8 pour les Tables de Damoiseau. L*6cart 
de 3', 3 disparalt si Ton prend pour I'^quation parallactique le coefficient primitif de Hanseb {—ii%'',o) 
que M. Newcomb a port6 k — i25*,43 par une reduction sp6ciale. 

(*) Sur le perfcctionnement de la Theorie et des Tables lunaires {Additions a la Connaissance des 
Temps pour 1823). 
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rence signalee plus haul. La reduction des coefficients en series procedant 
suivant les puissances de /n a ses avantages et ses inconvenients. Plana Tavait 
bien compris, car il dit dans la Preface de son grand Ouvrage : 

<( Les theories de la Lune publiees jusqu'ici n'offrent pas une expression lit- 
terale et explicite des trois coordonnees; elles portent toutes le caractere d'une 
solution qu'on pourrait appeler mixte, en reflechissant qu'on y procede par des 
operations algebriques entrelacees avec des operations arithmetiques oil les 
quantites numeriques absolues se trouvent enveloppees avec les valeurs spe- 

ciales des constantes arbitraires Un moyen que nous avons employe pour 

soustraire notre theorie a Tinfluence de ces erreurs faciles a cominettre dans 
une recherche aussi compliquee fut celui de developper sans cesse les divi- 
seurs qui naissent de Tintegration et d'arreter les produits des differentes fonc- 
tions la oil les termes subsequents seraient d'un ordre superieur a celui que 
Ton considere. Alors on pent effectivement sommer un fort grand nombre de 
termes de la meme espece et, par la, diminuer la complication. Mais il est pos- 
sible que Tapplication trop reiteree d'un tel principe ait en lui-meme Tincon- 
venient de diminuer la convergence des series. Sur cela, nous n'avons rien a 
opposer. Nous accorderons sans peine qu'il est possible de presenter les coeffi- 
cients des inegalites lunaires par des fonctions des elements sous une forme 
differente de la notre, qui aurait Tavantage de les rendre plus convergents.... 
II faut avouer qu'il est tres difficile de realiser avec succes une belle conception 
dans la theorie de la Lune. La complication inherente aux formes qui conservent 
les signes d'operations non executees deviendrait bientot un obstacle insurmon- 

table pour une solution litterale telle que nous la voulions La forme que 

nous avons adoptee permet du moins d'atteindre lentement celte limite. » 

Laplace dit de son cote (^Additions a la Connaissance des Temps pour i823) : 

«... Les auteurs de la seconde piece (Plana et Carlini) ont reduit leurs ex- 
pressions en series ordonnees par rapport aux puissances ascendantes du rap- 
port du mouvement du Soleil a celui de la Lune, rapport moindre qu'un dou- 
zieme. L'Analyse ne presente pas ces expressions sous cette forme ; elle conduit 
a des equations dans lesquelles les quantites cherchees sont entremelees et 
affectees de divers diviseurs. Pour les reduire a la forme de series, il faut 61imi- 
ner ces quantites et reduire en series les diviseurs des divers termes de leurs 
expressions. On concjoit que cela doit conduire a des series pen convergentes, 
et qu'il faut beaucoup prolonger pour obtenir le meme degre de precision que 
donne la methode employee dans la Mecanique celeste. » 

Voici, en outre, ce que dit Poisson dans son Memoire sur le moui^ement de la 
Lune aulour de la Terre : 

«... Dans h Mecanique celeste, les coefficients des inegalites lunaires sont 
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lies, en partie, les uns aux autres, par des equations lineaires dont I'illustre 
auteur a sculement donne la resolution numerique. M. Damoiseau a suivi le 
meme procede, en poussant les approximations beaucoup au dela du termo 
auquel Laplace s'etait arrete. M. Plana, au contraire, exprime explicitement 
chaque coefficient en serie ordonnee suivant les differents ordres des quantites 
que Ton considere dans le mouvement de la Lune, en sorte qu'il ne reste plus 
qu'asubstituer dans ces series les valeurs des elements elliptiques de la Lune 
et du Soleil pour en deduire la valeur numerique de chaque coefficient. Cette 
seconde solution est plus laborieuse que la premiere, mais elle a Tavantage 
d'etre plus complete, en la considerant comme une solution analytique et gene- 
rale du probleme, puisqu'elle suppose seulement les constantes arbitraires 
assez petites pour la convergence des series. Peut-etre, sans oter a cette solu- 
tion son caractere particulier, aurait-on pu la rendre plus simple et les series 
plus convergentes, en evitant de developper, comme le fait M. Plana, les deno- 
minateurs de leurs differents termes resultant des integrations successives. » 

Nous avons beaucoup insiste sur ce point, parce qu*il est capital dans la 
theorie de la Lune; nous y reviendrons encore en parlant des Iravaux de 
MM. Delaunay, Hill et Adams. Le Tableau des pages 112 a ii5 contient les 
differences Hansen — Plana; on a marque d'un asterisque celles que de Pon- 
tecoulant declare avoir reconnues fautives en revoyant les calculs do Plana. On 
voit que, en somme, la theorie de Plana n'est pas de beaucoup superieure a 
celle de Damoiseau. II y a d'ailleurs quelques differences susceptibles d'etre 
expliquees par les valeurs differentes adoptees pour les constantes numeriques, 
notamment pour la parallaxe du Soleil. 

En admettant que les nombres de Hansen soient rigoureusement exacts, on 
trouve dans Plana dix-sept coefficients errones de plus de o", 8, tandis qu'il n'y en 
a que neuf chez Damoiseau; de meme, le premier astronome a treize erreurs 
comprises entre o",5 et o",8, tandis que le second n'en a que sept. L'avantage 
parait done etre du cote de Damoiseau, et c'est encore plus remarquable quand 
on compare son unique Volume aux trois gros in-folio de Plana. 
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CHAPITRE VIII. 

PERFECTIONNEMENTS REGENTS APPORT^S A LA METHODE DE LAPLACE. 



68. Nous allons rendre compte d'un Memoire interessant de M. Gylden, inti- 
tule : Die inlermedidre Bahn des Mondes (Acta mathematical 7 : 2), en y appor- 
tant quelques simplifications et des complements utiles^ comme nous I'avons 
montre dans un travail insere au tome II des Annates de la Faculte des Sciences 
de Toulouse. Nous n'avons pas cru devoir introduire, avec M. Gylden, les fonc- 
tions elliptiques, qui ne nous ont pas paru indispensables. Ce sujet pent etre 
rattach^ tres directement a la theorie de Laplace, et c*est pour cette raison que 
nous allons le traiter immediatement, bien que, dans Tordre historique, it 
dut venir plus tard. 

M. Gylden part des equations differentielles (4) et (5) du Chapitre prece- 
dent et il y prend les termes les plus importants, de maniere cependant a pou- 
voir integrer rigoureusement et a obtenir une solution approchee, mais bien 
plus precise que celle du mouvement elliptique, quelque chose d'intermediaire 
entre ce dernier et le mouvement reel. Dans ce but, il conserve les termes en 

^ et ^ des la premiere approximation. On pent negliger le dernier terme de 

requation(5),celuiquicontientuneintegrale,etremplacer,danslesautres,w,a', 



m' 



/ et -j-^y respectivement par -> —,> wr, — —^ ce qui donne 

,,, cPs 3 , . . .ds r 3 , 3 , , ,"| 

(A) ^-5 m^sin{2v — imv)-T' -h^ iH — /n*+ - m' cos ( 2 1^ — imv) =0. 

On est ainsi conduit, pour determiner une valeur trfes approchee de s, a une 
equation differentielle lineaire du second ordre, dont les coefficients sont des 

fonctions periodiques de la variable independante, la periode etant ^ > Or 
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ces equations ont ete Tobjet de beaux travaux de M. Emile Picard (*) (dans le 
cas le plus general oil les coefficients sont des fonctions doublement perio- 
diques) et de M. Floquet (^), de sorte que nous pouvons beneficier de ces pro- 
gres recents de TAnalyse. II y a lieu de ramener Tequation (A) a la forme cano- 
nique adoptee par M. Gylden et par M. Lindstedt; on pose 

oil E designe la base des logarithnaes neperiens et H une fonction inconnue 
de (^ que Ton determine par la condition que Tequation differentielle relative 

a z ne contiennepasde second terme en ^- On trouve, en faisantX=ir2(i — m), 

_^,^H-^m«smX.j^ 

/ 3,3, . w, 3 ,„ . . rfH\ 

H- 14- - m'-h - /n'cosAr 4-H* m*HsmX('4--r- l- = o: 

\ 2 2 2 dv J 



on pose 



d'oii 



3 
H = y/w'sinXi', 
4 



/H^i' = — 7 cosX(^ = — 5 /n* ( I 4- m ) cosXt' — 
4 2 — 2/W 8 ^ ' 

(B) ~ -^z\ n--m«-H3mMi — -m jcosXc =0; 



(C) 



X = 2 — am; 



on a conserve dans cette equation tous les termes en m' et neglige les termes 
en m*. 

59. Equation differentielle simpliflSe pour u. — Dans Tequation (4), on 
pose 

' -»- P / i4-p' , ,.-f 3 , m' , '" 



a a 



7*' 



(<) Voir le Cours d' Analyse de M. C. Jordan, t. Ill, p. 274. 
(«) Annates de V^cole Normale; i883. 
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il vient ainsi 



3 ,(i-hp')' dp . . ,, 

2 (i -+- p)^ «?f^ ^ ' 

Le terme constant i — tj est du second ordre, comnae on le voit par la for- 

mule (21) du Chapitre precedent; - devant designer la partie non periodique 
de w, on pent faire abstraction du terme constant en question. On developpe 
suivant les puissances de p et de p' et Ton remplace mM i -h p + -1-7 ) par mS 

d^ 

car ^ -h p est du second ordre. II vient ainsi 



d^p 3 , 3 . . . ,^dp 

-^ 4- p 4- -s' m'S\n(2v — 2v)-r 

dv^ f^ 2 2 "^ ^ dv 



(0 { -h imVi + 3p'— 3p)[i-4-3cos(2i' — 2(/)] 

— 3m' / (i 4- 3p'— 4p -+- lop') sin(2r — 2v') dv — o. 

II semble qu'on aurait du omettre, comme etant du quatrieme ordre, le 

terme — 3o7w^ /p'sin(2^ — 2/)^?^; on verra cependant plus loin qu'il donnc 

une inegalite du troisieme ordre qui doit etre conservee. La formule (19) du 
Chapitre precedent donne ensuite 

v' = mif 4- 2 e' sin ( me — cj' ) 4- . . . , 
d'oii 

sin (2P — 2r') = sinXi' — 2e'sin(X('4- nn^ — xs') 4- 2e'sin(Xr — me 4- m'), 
cos(2r — 2v^) =:cosX(' — 2e'cos(Xr 4- mv — -cj') 4- 2e'cos(Xr — trn^ 4-nT'). 

Si Ton porte ces valeurs dans Tequation (i) et qu'on remplace en meme 
temps f' par e'cos(/w^ — tar'), on trouve 



d^p 3 , 

dv^ 2 



-.dp ( 3,9, .\ 3,1,3, 

smAt'-T- 4-p I m*— -m' cos At' 4- -5*4- -m* 4- - m'cosAr 

d^ ^ \ 2 2 /2 22 



— 3m-e'cos[(X 4- m) r — cj'] 4- 3m*e'cos[(X — m) v 4-Tiy'] 
3 

4- - 
2 



m*e'cos(mr — cj') (i 4- 3cosXp) — 3m* / %\ii\v dv -\- 6m*e' / sin [(X 4- m) r — w'] dv 
6m^e' f sin [(1 ^ m) v -hxn'] dv — gm'e' / sinXc cos(m(' — w') fl?r 
12m* / ps\n\vdv — 3om' / p'sinXi'^i^ 
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ou bien, en effectuant les integrations que Ton pent faire immediatement et 
reduisant, 

• = -TV m^sinlv-^ -h p( I /7i* — 9/n'cosXtO 

dv^ 2 a{> ^ \ 2 2 J 

-\- -5*H- -m'-H ( 3m*-+- -m* I cosXt' -h -m^e' cosi/nv — cj') 

2 2 \ 2 J 2 ^ 

m'e'cos[(X-+- m)r — ts') h m'e'cos[(>. — m)i^ H-cj'] 

+ i2/n* / psinXcc/r — 3o/n* / p^ s\n'ki> dv, 

M. Andoyer (Bulletin astronomique, t. IV, p. 177) a propose de differentier 
cette equation pour faire disparaitre Tintegrale /psinX^^rfp. On serait conduit 

ainsi, saufle petit terme correctif — 3om* /p^ sinX^^/i', a une equation diffe- 

rentielle lineaire du troisieme ordre, a coefficients periodiques. La forme de 
I'integrale generale est connue, d'apres le Memoire deja cite de M. Floquet. On 
pourrait ensuite determiner les constantes par la methode des coefficients in- 
determines, sauf a verifier aussi I'equation (2). Mais il est plus simple d'avoir 
recours au precede suivant, employe d'abord par Lagrange ((Ewresy t. I, 
p. 644-645) et generalise par M. Gylden : 
On pent ecrire 

Jp sinXp dv :=^ -J-^ sinX ^ ^r -^f[^ "+- p) sinXr t/r. 

Or on trouve, en integrant deux fois par parties, 

/ ■— sinli^di" — -~ sinXi* — XpcosXr — 1^ I p sinl^di^, 

et il en resulte 

fp^inli^dv^~—^£s\nli--.j^y—^ 

Dans le dernier terme, on peut remplacer .^^ par j> et finalement Tequa- 
tion (2) devient 

<■'>^-»•G-1^-3)""'•■?,-4-^"-""(F^.*?)"°''"]="• 

T. - III. 16 
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en posant, pour abreger, 
U — 5* m}— (3m- -I- -m^ I cosXi' 

2 2 \ 2 / 

I 3 3 21 

(3) ^ m-e' zo%{mv — Ts^) -r- -/n*e'cos [(X 4- m) i> — cj'] m*e' cos [(X — m) ^ + bj'] 



-h 3o/n' / p* sinXt'c/t' -h 4^^' / ( j-y -^ p) sinX^'c?^. 



On est done ainsi conduit, pour determiner p, a une equation differentielle 
lineaire du second ordre, a coefficients periodiques, avec second membre; on 
devra, bien entendu, remplacer, dans U, s par sa valeur resultant de Tintegra- 
tion de I'equation (B). 

Pour ramener Tequation (D) a la forme canonique adoptee, nous ferons 

(4) ■ p = ^e'' ^•-''•' 

ce qui nous donnera, avec la meme approximation, 

On aurait dii mettre dans ie second membre, au lieu de U, 

UE ^' ^'-''^ 

niais, en reduisant Texponentielie a Tunite, cela revient a negliger dans U les 
quantites du quatrieme ordre, ce que nous avons deja fait. La formule (4) 
donne d'ailleurs 

/6 , 16 ,\ COsXt* /5 , 79 ,\ . 

( - //I'-t- — 'W' ) r-; : ( r w'-t- rr "«' I C0» A** 

^ ^TjV* 8 /2(l-//i) ,j\8 2V / 

p r:= Ztt = -SH. 

ou bien 

(F) p :z-. ^ fi 4- i\rfi^-^ g nA cosX^l . 

Nous sommes done ramenes a integrer les equations (E) et (B). 
60. Integration de rSquation (B). — Elle est de la forme 

(Pz 

(5) _^-.[^2_^2aC0S(X^'^-(3)]z:^:O, 

oil q, X, a et [3 designent des constantes. 
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On a vu dans le Chapitre I que Tintegrale generale de cette equation pent se 
mettre sous la forme 

(6) Zzn^mCOSiw^ «V), tr :: fXV -hr\f; 



[X est determine par une equation transcendante en fonction de y, a et [x; les 
rapports — s^xpriment au moyen des memes quantites, de sorte que Texpres- 
sion de :; renferme les deux constantes arbitraires yjo et ^, Le resultat prece- 
dent est tout a fait rigoureux. Lorsque le rapport - est petit, on pent develop- 
per les resultats suivant les puissances de a en series tres convergentes. Voici 
la valeur de 5, en ne negligeant que a', 

IZ—fioCOSW-h ^ L ^^ C0S(tv4-?.i'-4- (3) + ?-^ — C0S(W' — >v^ — (3) 
v;/ I -+-7^^r 7^ TT^ : C0S(t^ + aXr -+- 2(3) 

1 -^ 71 rA ^ cos(iv — 2X(' — 2(3) . 



Quant a la valeur de [x, elle est, aux quantites pres du sixieme ordre, 
,0, r «' 2X*H-35X«^*~ 607*1 

^^^ ^"n'^7^x«-47')^%7n>'-<7')a«-4^')'J' 

Pour appliquer ces resultats a Tequation (B), il suffit de faire 

3 3 / I \ 
7*=:iH — m^, >, r=2(i — w), ai=-m'(i /nj, (3 = o. 

On en conclut 

3 , 
7 = 1 -h ^ m' -f- . . . , 

\ —iq — — 2/?ifi-+-^m-h...l, 

>«— 47«=— 8m M -4- J w -f-. . . j. 

Les diviseurs X — iq et X* — [\q^ sont petits et, par suite, importants a con- 
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siderer; ies formules (7) et (8) pourront etre reduites a 

z^riocosw -H ^ r — ^— cos(W'\-'ki>) -{-z: — - — cos(w — Xt') , 

et elles donneront 

•^ 4 02 

3 3 / I \ 

^z=y}oCOSi^-i — ^ m^rio COS (iv-\- "k^') — ^mli — j/nj Yjocos(tv— X^'). 

Nous ne conserverons que Ies termes du second ordre; dans ces conditions, 
la formule (C) donnera s = z; enfin, pour nous conformer aux notations usi- 
tees, nous ferons 

1^"=^^^ ^== — 7 — 90% rio — ^y 

et nous trouverons 

3 
(G) , s ^ks\n{gi> — y) -h ^mk sin[(2 — ^— 2m)('-+-y], 

(H) ^=.+ 3^._^^3. 

On voit que la methode d'integration nous a conduits d'une maniere simple 
et necessaire k la forme Asin(^^— y) qui sert de base aux approximations de- 
vant faire connaitre 5; la vaieur eliiptique 5 = Asin(^ — y) ^^ pourrait pas 
remplir ce but. Quand on compare la vaieur (H) de g^ a celle que fournit une 
iheorie plus complete, celle de Delaunay par exemple, on voit que Ies termes 
en m^ et m^ sont exacts et que la formule (H) donne la vaieur de g^— 1 a 

Y- pres environ. 

61. Integration de T^quation (E). — Nous nous proposons d'abord d'ob- 
tenir dans p seulement Ies termes du premier et du second ordre, comme nous 
I'avons fait pour 5. Si nous faisons d'abord abstraction du second membre U, 
nous rentrerons dans le type (5) en posant 

(9) </' = ' — -'^'^ i — iii — m), ^'^~" z'^M^ — ^^"^x^itt)' P = <>; 

Ies formules (7) et (8) nous donneront Tintegrale generale de I'equation sans 
second membre. On a vu dans le Chapitre I comment on peut tenir compte 
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du second membre; nous ferons 

U = 2 A/ cos V„ V; = X, ^ + (3, , 
^ = c, IV n= ct^ — cj, rio = €f 

et nous aurons, au degre d'approximation dont nous nous contentons, 

p = z = ecos(ci' — w) -h zr-TT : ecos[(X-+- c) i> — Ts] 

(10) { 4-__^_ecos[(X-c)(> + cj] 

H yi A/ ( — ^- H ^- ) cosV,; 



Le diviseur \ — iq contient m en facteur, et, par suite, est petit, tandis que 
X -+■ 2flr est voisin de 4* Le coefficient ^ sera done du troisieme ordre et 

A-h 2^ 

pourra 6tre neglige; on trouve d'ailleurs 



■m 



X(X-2y)-,„ _^_/. 3.\-8 



(2 — ^m)2m 



(-H 



La formule (lo) donne ainsi 



(12) 



i5 
p = ecos(c('— -cj) -H -^ /wecos[(X — c) ^-hcj] 



-*-j2A'(7ix;. + T:^)«o«^'- 



II faut maintenant remplacer, dans I'expression (3) de U, ^par sa valeur (G); 
d'oii Ton tire aisement 

s*=-k^—-k^ cos (ag-i' _ 2y ) -t- g mk* cos [{I — a^) (^ -f- 2y ] — g mk* cosXi^ ; 
il vient ainsi 

(i3) Uo = — -m'— -A-«-H _X:Jcos(2^r-— 2y) — Sm^cosXt', 



(i4) 



Ui = m^e'cos{mv — vs') ^mA:» cos [(X — 2^) (^ h- 2 y)] 



Digitized by 



Google 



126 CHAPITRE VIII. 

II est inutile d'ecrire Texpression dc Ua; nous nous bornerons a dire que les 
coefficients A/ de ses divers termes sont du troisieme ordre et que les facteurs 
X,- de if dans leurs arguments sont voisins de 2. Tenons compte d'abord de Uo; 
nous aurons done a prendre successivement 

2 4 

3 

La formule (12) nous donnera ainsi 

p = m^— yk^-h ecos(cif — xsy) -h m^coslv— 7 A:* cos (2 ^r — 2y) 

(I) ( -h-^mecos[(X — c) (' + iij], 

i-f-p 

u = *-• 

a 

Telle est Texpression de p, en ne negligeant que des inegalites du troisieme 
ordre. 

Nous allons maintenant proceder au calcul de la valeur (11) de c; on tire 
successivement des relations (9) 

(i5) a = — 7mM2 -hm-h24^ 1~ ^ / — i )> 

(16) a = — -^m* 2 -H m -+-8(1 — m) M 4- ^''iH- — ''i'H-- • • ) L 

3 ,/ 43 224 , \ 

a=_-m*(^,o-f.-m + — m'-4-...j, 

225 ,/ 43 6320 , \ 

a^= -7-m* { i-h-^m -\ ^m« + . . . ), 

4 \ i5 900 / 

a' 225 , / 247 49241 • \ 

, — 2X*-h35X*y» — 6oy* _ 810000 ^ 
"" 4^*(X«-^«)(X*-47')»~ 32768 '^■^•"^ 

3 . 225 . 3741 . 236789 , 
^ ^' 4 32 128 20^8 
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Delaunay a trouve 

/ox 3 « 2^5 s 4071 . 265493 - 

^ ' 4 32 128 2048 

On voit done que les eoeffieients de m^ et m^ dans (17) sont exaets, et Ton 
pouvait repondre a priori que cela devait arriver; mais, en comparant les coef- 
ficients de m* et/w* dans (17) et(i8), on remarque que, si ces coefficients ne 
sont pas les memes, ils ne different pas beaucoup : ainsi Terreur relative du 

coefficient de m* est — et celle du coefficient de m^ est — • Si done on calcule 

12 10 

la valeur numerique de c en partant des formules (9) et (17), on devra oble- 

nir une grande approximation. Prenons en efi*et, avec Laplace, /??=-. 0,0748013, 

et nous trouverons sans peine 

X:=i,85o3974, log^ = 1,998 1698, loga» = 3, 3469278, 

c — 0,991562, I — c = 0,008 438. 

La valeur exacte de i — c est 0,008452; on a done le moycn mouvement du 
perigee a g— de sa valeur environ. Si Ton ne conservait dans la formule (17) 
que les termes en m* et en m^, qui sont seuls exacts, on n'aurait i — c qu'a 

g pres. On ne saurait avoir les valeurs conapletes des termes m* et w' parce que, 

3 
dans Tequation (E), la portion i — m^ du coefficient de p demande a etre 

completee par des termes en m*, m*, . . . , et de meme pour le reste de Tequa- 
tion. Toutefois, la comparaison des deux valeurs de c montre que les termes 
ainsi negliges sont relativement peu importants, de sorte que Tequation (E) 
realise, sous une forme simple, une approximation deja assez grande. 

L'une des grosses difficultes de la theorie de la Lune provient, comme nous 
Tavons dejk dit, du peu de convergence des series d6veloppees suivant les 
puissances de m; cet inconvenient se manifesto bien dans Texpression (18) 
de c: on voit, en effet, que les coefficients vont en augmentant dans une propor- 
tion notable. Ces grands coefficients apparaissent deja quand on passe de la 
formule (i5) a la formule (16); ils proviennent du developpement de la frac- 

^^^^ 3_3~. / i > lequel est peu convergent. II semble qu'il y ait lieu d*eviter 

ce developpement ou de Tameliorer, comme I'ont propose MM. Hill et Adams, 
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en pof<>ant m ~ -— *- • On trouve en effet, dans cette hypotbese, au lieu de f i8), 

la serie 

3 - 177 , i65q , 852o5 

4 32 * 128 * 2048 ' 

qui converge plus rapidement. 

62. Expression de t en fonction de i. — Nous nous proposons d'obtenir / 
en conservant toutes les inegaliies du second ordre. On vcrra dans un moment 
que, pour atteindre ce but, il est necessaire d*obtenir u non seulement avec les 
in^galites du second ordre, mais encore avec celles du troisieme ordre dans 
Targument desquelles le coefficient de v est petit. Or, dans I'expression (i4) 
de U|, nous avons deja deux ternies periodiques du troisieme ordre de la forme 

voulue, puisque les coefficients de v sont /n et X— 2g^ = — im /n* — . . . , 

quantites du premier ordre. II nous reste a mettre en evidence les parties 
analogues de U|, qui seront fournies par les integrates 



jp^^Uilvdv et M ^-|-f p j sinXpefr. 



Nous remplacerons p par son expression (I) et nous ne garderons dans p* 

et -fjr-^ P quelestermesdu second ordre dans lesquelsle coefficient derdiffere 

trfes peu de 2, de sorte que la multiplication par sinXt^ amene des termes oil le 
coefficient de i' sera Ires petit. Nous trouverons ainsi que nous pourrons nous 
burner k 

p» I- ~e*C0S(2Ci' — 2GJ), 
^Ji -4- p — -^ (' - 4^') 008(2^1^ - 2y) ^ ^ A:« C0S(2^i> — 2y), 

ip' sin Xi'^i»= 7 e« / sin [(X — 2c) t' -h- 2Gj]<it' =: — cos [(X — 2c) i'-+- am], 
fi'dfi *" V ^'"^*'^*' " ' 8 ^J^'^^ [(^ - 2^) ^^ -h 2/] di> = y^ cos [(X - 2^) (^ -h 2y]. 

L*expres8ion (i/i) de U| devient ainsi, apres reduction, 

3 i5 

Ui — m*e'cos(/nr — m') h- -^/we'cos[(X — - 2c) (^ + 2gj] 

3 
H- -gmA:'cos[(X — 2^)('-f- 2y], 

apres quoi la formule (12) donnera, en designant par Sp les termes complemen- 
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taires cherches, 



(I.) 



(6 1 5 

I dp = m^e' cos{mv — T3') -h -^me* cos[(X— 2c) v-^ acr] 



cette valeur de 8p doit etre ajoutec a Texpression (I) de p. 

On a maintenant, par la formule (44) du Chapitre precedent, en negligeant 
seulement le quatrieme ordre, 

d'oii, en remplaQant u et u' par 

^ _ y II y 

a a' 

On a, d'apres (I) et (I,), en ne conservant que ceux des lermes du troisifeme 
ordre dans lesquels le coefficient de v est tres petit, 

' I — 2p — 2(5p4-3p*=:l4--e'-f--A-*-f-/n*— 2eC0S(Cf^ — Tij) -i--e'C0S(2Ci' — 2V3) 

H- - ^* C0S(2^(^ — 2y) — 2/n' cosXi' 

(20) / — J- /necos[(X — c) (^ -f-Gj] + 3/n'e' cos (/np — cj') 

i5 

— me* cos [(X — 2c) t'-*- any] 

o 



On aura ensuite 



3 

^ mA:' cos [(X ■— 2g) v H- ay]. 



; P-v sin ( 2 (^ — a i'' ) c?(^ 

(i-f-p)* 

i=z / (iH- 3p'— 4p -+- iop')8in(2r — 2 1^') eft' 

= / [n-3e'cos(mr — cj') — 4^cos(ci' — ct) 

H- A**cos(2^t'-- 2y) — [\m} doslv -{- 5e*cos(2Ci' — anr)] 
X j sinXt'— 2e'sin[(X-Hm) v — m')'] -¥ 2e'sin[(X — m) v ^-xs'] \ dv 

— f smlv dv -k- - k^ I ^\ti[(k -2g)v ^2y'\dv -^ - eM sin [(X — ac) (^ -h aw] eft'; 
T. - III. 17 
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d'oii 

I 2 J O-^P)' 

I 3 3 

(2i) ^ =11 — y m-coslv + -mA:'cos[(X — 2g) v -\- ay] 

f l5 

I 4- -Q- /ne^cos [(X— 2c) r 4- aw]. 

Les formules (19), (20) et (21) nous donnent enfin 

^ dt 3,3,^ - , v3,, . 

— -r = I -h - e^H — fc^-h m'— 2ecos (cv — xs)-+- - e^ cos(2C(^ — 2m) 
a} dv 2 2 '2 * 

4- -k} (io%{2gv — 2y) ^m^cosXi^ y- me cos [(X — c) r 4- m] 

4- 3/w*e'cos(mr — cj'). 

On voit que deux des termes du troisieme ordre se sont detruits dans Texpres- 
sion de ^- Si Ton intfegre, il vient, au second ordre pres inclusivement, 

— -^::ir(i4-m*4 — ^^4 — k^] i> — 2es\n(c{> — Ts) 4- 7 e*sin(2c^ — 2Tiy) 
a* \ 2 2/ ^ ' 4 



(22^/ I II 1^ 

^ ^ ^ '^ J k'sin{2gif — 2y) — -^ m^sin'k{> -.- me sin [{1 — c) i^ -^ us] 

3 me' sin ( mv — us'). 

On voit que le terme du troisieme ordre s'est abaisse au second par Tinte- 
gration, a cause du diviseur m; on comprend ainsi pourquoi nous avons du 
obtenir celles des inegalites de p qui, etant du troisieme ordre, avaient un tres 
petit coefficient de ^. 

On doit poser 

(23) — ^ ^—- =z n, 

a' I I 4- /n*4 — e^'^'-k^] 
\ 2 2 J 

ce qui donne, en retablissant desormais la constante e' ou <jqui doit s'ajouter 
a mif, comme on I'a dit plus haut (p. 96), 

nt=zi^ — 2esin(c(^ — ny) 4- ^e'sin(2c^^ — 2xjj) 4- -^ A:* sin(2^r — 2y) 



(J) < II , . ,. V »5 
\ ' i mS cm ( i n o *t^ 

4- ^me' s\n{m{> 4- <t — is'). 



-^m'sin(X(^ — 2(t)— —me sin [(X — c)i' — 2<t -hrs] 



63. Expressions de u, v et s en fonction de t. — II est commode d'avoir 
finalement les coordonnees u, i^ ets exprimees en fonction de t. 
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On tire da la formule (J) ces valeurs approchees successives 

V z= nt -{- 2esin{cnt — is), 

v^n nt-{- 2esin[c/i^--cj-f- ice %\n{cnt — vs)] 

3 I 

— 7 e* sin ( a c/i^ — 2gj) — y k^%\n{ignt — 2y) 

4 4 

-H -Q-m'sin(X/i^ — aer) -h -7- me sin [(X — c)nt — aer + nj] 
o 4 



— 3mc'sin(/n/i^-+- tr — xs')\ 



d'oii 



5 I 

v^unt -\- ie%m{cnt — fs) -h j e^^m{icnt — aw) — j k^^\n{2gnt— ay) 

4 4 



' \ -t- -^m*sin[a(/i — Ai')^— aer] -f- -r mesin[(a/i-- a/i'— c/i)^ — a<T -HGJ] 

1 — 3me'sin(/i'^-ho' — BJ'). 

Posons cette valcur de v dans les formules (G) et (I), et remarquons que I'on a 

ecos(c(' — Bj) — ecos[c/i^-~BJ -h acesin(c/j^ — ^)] 

^i=ecos(cw/ — Gj) — e*-+- e' cos ( a c/i^ — acj), 

k%iT\{gv — y) m A-sin[^/i^ — y -i- ige^\\\{cnt — w)] 

= A:sin(^/i^ — y) 4- A'esin[(c -+-^)/i^ — bj — y] 
-h A-e sin [(c -- ^) 71/ — ny -h y ] ; 
nous trouverons 

warii I m*— e*- -r k^-\-eco^icnt — m) -he' cos(ac/i^ — am) 

a 4 ^ ' ^ ^ 

(L) ^ — y A-'cos(a^/i/ — ay) -f- m*cos[a(/i— - /i') /— aa] 

,5 
-h -7^ me cos [(a/i — a/i' — c/i)^ — aer-h m]; 

o 

15 =: ks>\n{gnt — y) -h Are sin [(^ -h c)/i^ -— y — gt] — A-esin[(^ — c)/i^ — y 4- gj] 
3 
-h ^A:msin[(a/i — 2 n' — gn) t -\- y — 1(7}; 



(N) mnz'L 



3 , aa5 

4 ""-17 



4 i'i 



(.=, 
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Les formules (K), (L), (M), (N) contiennent le resume de la theorie elemen- 
taire que nous avions en vue. 

II convient de donner aussi I'expression de la parallaxe horizontale equa- 
toriale 11 de la Lune a Tepoque t. Soient R le rayon terrestre equatorial. Ho la 
valeur moyenne de 11; on a, par definition, 

Ilrz: - = , =UR[ I 5* ), 

d'oii, en remplaQant w et ^ par leurs valeurs (L) et (M), 

n~ -R- I m^—e^—k^-h ecos(cnt — w) -^ e^ cos (2 cnt — 2ts) 

a { 2 ' 

4- /w* cos [2 (/I — /i')^— - 2 a] -h -^ me cos [( 2 n — 2/1' — cn)t — 2fj -\- js'\\. 

On en deduit immediatement 

- Ho — i R (^ I - i m« — e« - A:» y 

n = nol n-ecos(c/i^ — ny) 4- e* cos ( 2 c/i^ — 2js) -h m' cos [2(71 — n')t— 2a] 

-h -^ me cos [( 2 /I — 2/1'— cn)t — 2(7 -\-xs'\\. 

64. Remarques sur les in^galiUs de la longitude de la Lune. — Posons 

' 5 

(I) z=z 2 6 sin (cnt — xs) -h ye* sin(2C/i^ — 2gj), 

4 

(II) =— -^A:'sin(2^/i^— 2y), 

^^^^ ' (111)= -^mesin[(2/i — 2/^'~c/^)^— 2(T-hGj], 

4 

(IV) = --r-m'sin[(2/i--2/i')^ — 2(t], 

o 

'\ (V) = — 3me'sin(n'^-H(T — ny'). 
La formule (K) donnera 

(25) (, z=r /i^ + (I) + (II) -H (III) -h (IV) 4- ( V) ; 

(I) est V equation du centre; 

(II) la reduction a recliptique; 

(III) Yevection; 

(IV) la variation; 

(V) V equation annuelie. 
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(I) et (II) proviennent en somme du mouvement elliptique, et ne constituent 
pas (les inegalites, au vrai sens du mot. Si Ton pose 

nt=:Vfn9 JS-\- {l— C)nt — XSf„j Vfn — TSfn^K^ 

il vient 

5 
(I) = aesin^-f- ^e^sinaC; 

si Ton compare cette expression a celle donnee pour Tequalion du centre (t. I, 
p. 246), on voit que (I) comprend les deux premiers termes de I'equation du 
centre dans un mouvement elliptique oil Texcentricite serait la constante e, et 
la longitude du perigee cy,„, ce perigee se depla^ant dans le sens direct, avec la 
vitesse angulaire constante 



/3 . 225 - \ 

(i — c)/i = /i(-^m*4- -r— m» -+- . . . ) . 



Soient (y?^. 6) i Tinclinaison de Torbite de la Lune, a? N r= Q et a?N -h NL = i^, ; 
on a dejk a?N -h NP == f^, et le triangle rectangle LPN donne 

tang(i'— a) = tang((^i — a)cos/, 

d*oii, par une formule connue, 

i^i — ^ ^ — lang*- siu2(i' — Q) -+-.... 

On pent prendre dans le second membre^ = /I/, Q ^y -h (^ — g)ni,isingi ^ k; 
il vient alors 

t'l — ^=— J k^ sin{2 gnt — 2y); 

ainsi (11) represente bien la reduction a Tecliptique. 

\J ejection (III) a ete decouverte par Ptolemee; nous avons trouve, par une 

,5 
th^orie sommaire, pour son maximum, jme = 5o' environ; les observations 

donnent !° i6'. Sa periode est 

27t _ imoissid^ral 27JI _^ . 

n(2 — 2/n — c) 2 — 2m — c I — 2/n 

L'evection pent etre combinee avec Tequation du centre; on a, en effet, 

5 i5 

(II) 4- (1II) = aesinC-H ve'sinaC-h ~T-mes\n{2v,„ — 2^'^— C). 



Digitized by 



Google 



1 34 CHAPITRE VIII. 

Si Ton pose 

e I— y/nC0S(2i^,„— 2P'^) =e|COS(J, 

i5 



il vient 



or on a 



e/n sin (2 i^;„ — 2 v\„) = e, sind, 



(II)-i-(llI)~2eiSin(C-ha)-h^e»sin2C; 



langd^ 



^/nsin(2i>,„ — 2r;„) 
I— -g-mcos(2(^;„— 2t^,„) 



on pent prendre, avec une precision suffisante pour notretut, 



«= ^msin(2i^;„— 2i^;„), 
(26) ^1 = ^ I— ^-^rncos{2\^^—2v'„,)\. 

(II)-h(IIl) = 2e,sin(C4-a) -H ^-e«sm(2C4-23). 

Ces deux termes sont les deux premiers de I'equation du centre d'un mouvement 
elliptique dans lequel Texcentricite e^ est variable, et la longitude du perigee 
= C5,„ — S. Lors des syzygies, la formule (26) donne 



.. = e(i-^m)=e(.-i); 



Texcentricite paraitra avoir diminue de- de sa valeur moyenne; pour les qua- 
dratures, ^^ — ^^ = zL 90*^; done 

/ i5 \ 

rexcentricite paraitra plus grande de- environ. C'est ainsi que Tevection s'est 

manifestee d'abord. La longitude du perigee, tn^— S, ne parait plus varier pro- 
portionnelleinent au temps, a cause du petit terme S. 

La variation (IV) a ete decouverte par Tycho Brahe; c'est a tort qu'on a 
soutenu qu'elle avail ete remarquee par les Arabes (voir I'article de M. J. Ber- 

trand dans \(t Journal des Savants, octobre 1^71). Son maximum -^rn^ ~ 2G' en 



Digitized by 



Google 



PERFECTIONNEMENTS REGENTS APPORTES A LA METHODE DE LAPLACE, 1 35 

viron; les observations donnentSg'-; sa periode est 

-^ = - mois synodique = i4J?. 



2{n — n') 2 

Cette inegalite est nulle dans les syzygies et les quadratures, et maxima ou mi- 
nima dans les octants. 

^equation annuelle (V) a ete decouverte par Tycho Brahe. Son maximum 
ime' = \y environ; les observations donnent ii'g"; sa periode est Tannee 
anomalistique. 

II est bon de remarquer, en passant, la grandeur des inegalites precedentes; 
ainsi, Tevection a elle seule peut deplacer la Lune dans le ciel de plus du double 
de son diametre apparent. 

65. Remarques sur les in^galitSs de la latitude de la Lune. — 11 con- 
vient de remonter a la formule (G) et d*y faire 

ce qui donnera 

3 
(27) 5=-A:sin(r— Q ,n) -^ ^rnk s,m[v — Q,;,— 2((^'— a,„)]. 

Si Ton n'a egard qu'au premier terme de s, on voit que le plan de Torbite de 
la Lune fait avec le plan des xy un angle constant dont la tangente est k, et que 
le noeud ascendant a pour longitude Q,„. Si Ion pose 



k\i-\- ^mQ,o%{iv'—2Q^)\ =:/riC0s3, 



g km^m{2v' — iQ^) — k^%\nd, 



d'oii approximativement 



3 
3 — gmX:sin(2(^'— 28;„), 

(28) k^ — k\ i-hgmcos(2^'— 2Q,„) , 

la formule (27) pourra s'ecrire 

s — k^%m{v — 8,„ -5). 

Les choses se passent done comme si la tangente de Tinclinaison de Torbite etait 
variable et egale a k^, la longitude du ncieiid etant egale a S2m-^S- La periode 
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des variations de k^ etde 8 est celle des variations de ^"^(2^'— 2 Q^); c'est la 

moitie de la revolution du Soleil par rapport au noeud moyen de la Lune, soit 
173 jours environ. 

66. Influence du d^placement de r^cliptique. — Laplace avait dit (Me- 
canique celeste, t. Ill, p. 196) que le deplacement seculaire de Tecliptique ne 
pent pas produire d'effet sensible dans les coordonnees de la Lune. Get effet 
existe neanmoins : il est petit, mais appreciable (environ i"^ sur la latitude), 
si bien que c'est la discussion des observations qui en a revele Texistence a 
M. Airy (^Asiron. Nachr., n° 648). Un an apres, Hansen en a donne Texplication 
theorique (Astron. Nachr., n° 685; 1849). Nous verrons plus loin comment 
Laplace a cru pouvoir negliger Tinfluence en question; nous nous aiderons, 
pour notre exposition, d'un Memoire de M. Adams {Monthly Notices 0/ the Royal 
astronomical Society y t. XLI, p. 385-4o3; 1881). 

Soient(y?^. 7) ^ry le plan fixe, ou Tecliptique de Tepoque zero, NK I'eclip- 
tique de Tepoque t, 

On a, par la theorie des inegalites seculaires (Le Verrier, Annates de VObserva- 
toire, t. 11), 

S/? = tang(p'sia^' — — V xsin(vi-i-e), 
/ ^iziiang(p'cos0'=-h Vx cos (v <-!-£); 

les signes ^ portent sur un nombre de termes egal acelui des grosses planetes, 
et les coefficients v sont extremement petits. 

Nous allons chercher rinfluence du deplacement de I'ecliptique sur la coor- 




donnee s\ c'est de beaucoup la plus notable. 11 nous faudra introduire la partie 
de il qui contient/; nous trouverons d'abord 

h^u^ ds h}u du h^ u^ ^ ' ^ ^ h^ u* ^ ^ 
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cette expression peut etre reduite a 

-Ti ^s' cos{v '— v') ou m^me a 3m*5'cos(t'— i''). 

L'equation (5) du Chapitre precedent donne 






- -f-5 -f- 3m* — sin(r— ^') -7- -i-scos{v — i>') — s'\ cos(^ — t^') =0. 



Soient (y?^. 7)M une position quelconque de la Lune, MQ perpendiculaire sur 
NK et MP perpendiculaire sur xy. Posons 

tang QM = 5, , tang PH — 5, ; 

nous auronSy a fort peu pres, 

s = langPM — Si-h 5,. 

Le triangle spherique rectangle NPH donne d'ailleurs 

5j=:iang(p'sin(p — 6'), 
d'oii, a cause des relations (29), 
(3i) 5, = 2xsin(('4-v/-h6), 

(32) 5 = ^1 4- ^ X sin ( I -h - ) i> -h g ; 

nous avons remplace v/ par -r, ce qui est suffisant. II nous faut porter dans 

Tequation (3o) Texpression (32) de^, etcelle^' = V xsin(i>'-l- v/ -h e) que Ton 
deduit de (3i) en changeant 9 en r'; on trouve 

sir* + *=Sr^^'+24'~("^^)1''"[('"^ «)'"*"]' 

ds ds 

— sin(^ — c') ^ -h5cos(r— i-"') — 5' -— sin((^— t^') .-^ -t-^, cos((' — v') 

-Hcos(r— i'') V xsin (14- - j ^ -he 

-2'^sin(/+^r4-£) 

ds 

— - sin ((> — t^')-r; 4-^1 cos(t>— r') 

-sin(i>^r')2]^-^^osU iH- ^ W-f-eJ. 
T. - 111. 18 
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Si done on neglige (- j et m^- devant-j I'equation (3o) deviendra 

[ ->— 4-5, /n' sm (>.(> — 2(7) -7- -t- -m^sAi -h cos(Ar — 2a)J 

(33) 



( =^2^^*40"^^)'^']^ 



c'est I'equation (A) avec un second membre. On posera, comme on I'a faitau 
n»58, 

et Ton trouvera, en negligeant, comme precedemment, les termes en /n^-> 
-pj 4-^1 i-h -m*4- 3m*cos(>.i^— 2g) |=2^x-sin|(i-h-)^4-£|» 

On connait Tintegrale generale de Tequation sans second membre; on tiendra 
compte du second membre d'une faQon approchee par la formule (10), qui 
donnera 



a.=2^^ 



Ij. L-- + L__.\si„[(.-H^). + e]. 



le diviseur g— i ~ z'^^ ^^^ petit, et doit seul etre conserve; on pent 

3 
meme le reduire a 7/w^; car (LeVerrier, Annales de robservatoire, t. II, p. i55) 

la plus grande des valeurs de v est de 26", en prenant Tannee julienne pour 

3 
unite de temps, et t'w^/i represente le deplacement moyen du noeud de la Lune 

pendant ce temps, soit environ 20**. On a done 



3 . 20 X 36oo 3ooo 

4 



et nous pouvons ecrire 



dsi — dzi—^ Y- — X sin ( ^ -h V f -h £ )• 

7 m^ n 
4 



Laplace ne connaissait pas les valeurs de x, et il a suppose que 5 ^f qui ©st 



4 
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au plus le 3-^ de x, etait negligeable. On a (Le Verrier, loc. cit.), pour Tun des 
groupes de valeurs de x et v, 

y 

X — 0,0343, v=:iS",6 d'ou ^ x=:l',3, 

7 m' /I 
4 

ce qui n'est pas negligeable. Occupons-nous de la mise en nombres de &, ; on 

a d'abord 

^ sin t> XT' / * N cosr v* • / * \ 
05,= > xvcos(v^-i-e) 4- ^ > xvsin(v^-+-e), 

4 4 

ou bien, en ayant egard aux formules ( 29), 

,,,, ^ sini' dp cosi' dq 

4 4 

Les expressions de p et q, qui resultent des formules (29), peuvenl, vu la 
petitesse des quantites v, etre developpees en series tres convergentes, suivant 

les puissances de t, et Ton en deduit ^ et ^- On trouve ainsi, en negligeant de 

tres petits termes en t (Le Verrier, t. II, p. loi), 

^rrz-^o%o5886, ^r^_o%47589 (pour i85o,o); 



on a d'ailleurs 

3 



m» /I — 69680% 



et il en resulte 



|&i= i',/|i cosr — o% 1 7 sine, 
s^z=z ksm{gv — y) -h ^mAr sin [(2 — ^— 2m)t> — 2a h- yj -h 05,. 

La periode de Tinegalite h^ est le mois sideral. 

On pourra consulter Godfray, An elementary Treatise on the lunar Theory, 
p. 99-10 r, et Monthly Notices, 1881, p. 395-4oo, une demonstration geome- 
trique simple due a M. Adams, pour Tinegalite i",4icosf'. Ko/raussi dans les 
Annals of Mathematics, Tome I, un Memoire de M. Hill : On the lunar inequalities 
produced by the motion of the ecliptic. 
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II resulte de ce qui precede qu'a part le petit terme a courte periode 8s^, la 
latitude de la Lune au-dessus de Tecliplique mobile est la nieme que si cette 
ecliptique etait fixe. L'inclinaison moyenne de Torbite de la Lune sur le plan 
fixe des xy varie progressivement dans le meme sens, tandis que cette incli- 
naison moyenne sur Tecliptique mobile est constante; c'est Tangle dont la tan- 
gente est k, et k est Tune des constantes arbitraires introduites par Tintegration. 
Non seulement k restc le meme, mais g aussi ; c'est dire que le deplacement de 
Tecliptique n'a pas d'influence sur le mouvement moyen du noeud. 
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CHAPITRE IX. 

THfiORIE DE POISSON. 



67. Th6opie de Poisson. — Cest en somme la methode de la variation des 
constantes arbitraires, avec une modification dont nous avons deja parle (t. I, 
p. 2o4). Considerons les equations differentielles dont dependent les derivees 
des elements elliptiques a, e, 9, e, gj, 0, 

da_2_dR de_ d6 _ 

^'^ dt~nade' dt ' "' dt 

Dans le cas des planetes, on regarde les elements comme constants dans les 
seconds membres; des lors, ^uand on a remplace R par son developpement 
periodique, on pent integrer chacune des parties dont so composent les seconds 
membres des equations (1); on obtient ainsi une premiere approximation qui 
sert de point de depart a une seconde, etc. Ce procede ne conduirait a rien 
pour la Lune; Poisson (*) a propose d*introduire, des la premiere approxima- 
tion, des parties proportionnelles au temps dans les elements angulaires 0, xs 
et e, en posant 

0^®\ Gj^®^ et £^"Mesignant des constantes et A, y, k des inconnues qu'il faudra 
determiner. Nous representerons par a^,, e^, 90 Jes constantes que nous regar- 
derons comme les premieres valeurs approchees des elements variables a, e, ^ 
(^ces elements restent toujours compris entre des limites assez rcsserrees, ce 
qui n'arrive pas pour 0, xs et e, qui peuvent croitre ou decroitre indefiniment). 



(*) M^moire sur le mouvemcnt dc la Lune autour de Ui Terre {M^moires de VAcademie des 
Sciences ^ t. XUI). 
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On pourra integrer les seconds membres des equations (i) quand, dans le de- 
veloppement periodique de R, on aura remplace a, . . . , par a^, . . . , Go ; on 
trouvera 

on aura eu soin de laisser de cote les parties proportionnelles au temps dans 
8^ 6, 8^ xs et S, £, puisquc ces parties sont supposees contenues dans ht, jt et kt. 
Pour la deuxieme approximation, on fera 

82a et SjjO etant de Tordre du carre de la force perturbatrice. 

On substituera ces expressions dans les equations (i) en negligeant les S^ 

dans les seconds membres. On aura done, par exemple, —^ egal a une fonc- 

tion connue du temps; on en tirera B^a par une serie de quadratures faciles a 
effectuer. De meme pour SjO; toutefois, si Ton trouvaitune partie proportion- 
nelle au temps, on la supprimerait. On determine A, J et i en exprimant que 
les parties proportionnelles au temps disparaissent des expressions de S.G, S,cy 
et 8/£. II convient de remarquer que, dans la premiere approximation, les 

expressions de ^y -^ et ^> ne contenant que les derivees partielles -3-» ;}— et 
-r^, ne renfermeront pas de parties constantes, de sorte que S^a, 8,eet S, 9 ne 

contiendront pas de termes proportionnels au temps. II en sera de meme dans 
les approximations suivantes; les expressions que Ton aura a integrer pour ob- 
tenir Sjfl, . . . , S2?» • • • » ^2^* • • • seront toujours composees de sinus sans par- 
ties constantes; on trouvera done, par une application indefiniment repetee du 
procede, pour a, e et 9, des developpements qui procederont suivant les cosinus 
d'angles variant proportionnellement au temps. Quant aux elements e, ci, 0, ils 
seront egaux a e^, cTo, 0© augmentes respectivement de series de sinus des memes 
arguments. 

Tel est le principe de la methode indiquee par Poisson. On pent affirmer que 
cette methode conduirait a des calculs inextricables si Ton voulait la faire 
servir a edifier une theorie complete du mouvement de la Lune, car on verra 
plus loin qu'il faut un tres grand nombre d'approximations successives pour 
obtenir notamment Texpression de gt avec une precision suffisanle. Neanmoins 
la methode de Poisson pent rendre de precieux services dans le calcul des ine- 
galites a longue periode, de Tacceleration seculaire et enfin de I'influence de 
Taplatissement de la Terre sur le mouvement de la Lune. Nous aliens presenter 
les deux dernieres applications mentionnees et nous donnerons en meme temps, 
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d'apresM. V. Puiseux (*), une determination simple et plus rapide que celle 
de Poisson pour les inegalites seculaires de gj et de 6. 

68. D^veloppement de la fonction perturbatrice provenant de Taction 
du Soleil. — Nous voulons obtenir ce developpement en conservant les quan- 
tites du second ordre (e, ^ et 9 etant consideres comme du premier ordre), et 
nous laisserons de cote les termes qui contiennent la longitude de la Lune, 
parce que nous n'avons en vue que les inegalites seculaires. II faudra conserver 
les termes qui contiennent e, e\ cr, cr', (p et meme ceux qui renferment la lon- 
gitude du Soleil, parce que leurs periodes sont longues relativement \\ la duree 
de revolution do la Lune. Les formules (37) et (4i) des pages 809 et 3io du 
tome I donnent pour Roj, que nous appellerons simplement Ro, en ne conser- 
vant que les termes independants de X, 

f m' 2 2 4 



--[2A(»^-+-AV']ecos(/'-a))4--[A<o)-l-A',<^^]e'cos(/'-ni') 
(2) ^ -f-^[3A<»)-f-3A^,*'-hA;*ne«cos(2/'-2(o)-h ^ [2A(»)-t- 3A\«^h-A;°^] e'»cos(2/'- 2ni') 

-f-^[A(*5-A^/'-A',^']ee'cos(a)-ni')- - [3A<^)-h 3Ai«'-h Ai»']ee'cos(2/'- w-d') 

-h - B<*^yi*C0S(2/'-- 2t') H ;reC0S(/'— Co) H rr ec' COS (2 /' — W — TS')l 

les lettres accentuees se rapportent au Soleil et celles sans accent a la Lune; 
m' est la masse du Soleil. Les coefficients A'®^ A<*\ A^*^ et B^*^ sont definis par 
les formules 

_i , 
(a*-h a'*— 2aa'cos4') * — - A **^-+- A^*> cos^* -+ A^*) cos2tj;-+- . . . , 

-* I 
aa\a}-\' a'^—iaa' costj;) * — - B(<>> 4- B<»> costj; H- 



On pent faciliter beaucoup leur calcul en profitant de ce que le rapport — ^st 
petit; on trouve, par le calcul direct, en negligeant seulement ( ~ ) , 

(a«^_a'»-2aa'cos^) «.z.-^i-f- ^ ^, -H -/C0s4/+ ^ _cos2^.h. . . j, 

aa'(a* H- a'*— 2aa'cos4')~' — -7 ( -7 H T^costj'-l-. . . ). 



(*) Sup les prlncipales in^galU^s du mouvement de In Lune {Annalex de I'licole Nor male supe- 
rieure, t. I; 1864). 
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On en conclut, si Ton remarque que le terme -^ doit etre omis, comme ne 
contenant pas les elements de la Lune, 

on a ensuite 

^ da '2 (7a* 

Si Ton substitue dans (2), on trouve que les termes en e et en ee' se detrui- 
sent, et si Ton remplace en outre — ^ par /i'^, il vient 

Ro = /i'*a«ri~-Yi«-i-|e*4-|e'*H-7e'cos(/'-ni')-+- §^'^008(2/'- 2ni') 

l_L\ 2004 O 

,5 3 1 

4- -o-e'C0S(2/'— 2W) 4- -Y)*C0S(2/'— 2t') . 
o 2 J 

Si Ton se reporte a \^Jig> 20 (t. I, p. 292) pour la definition de t et de t', 
on voitque, le plan de Tecliptique de i85o etant pris pour plan des xy et le 
deplacement de recliptique etant tres lent, on pent prendre 



t' = t=i0, (i) = ni-+-T' — T = ni, Y) = sin— = -• 

2 2 



II vient ainsi 



(3) { 

H- -^e*C0S(2/'— 2Tij) -h g 9* 008(2/'— 2 0) . 

Cette formule sert de base a Telegant Memoire de M. V, Puiseux. 

69. D^veloppement de la fonction perturbatrice provenant de Taplatis- 
sement de la Terre. — SoitRf cette fonction; en se reportant a la page 210 
du Tome II, on a 

(4, B, = '^(«v)-(,-^.)(i-s,„.«). 

oil M designe la masse de la Terre, a^ son rayon equatorial, a son aplatisse- 
ment, y^ le rapport de la force centrifuge equatoriale a la pesanteur correspon- 
dante, (D la declinaison de la Lune, r sa distance au centre de la Terre. On 
trouve sans peine, en passant des coordonnees equatoriales aux coordonnees 
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ecliptiques et designant par (o I'obliquite de Tecliptique, 

(5) sin(D — sinw [cos(^— 0) sin0-+- sin(^— 0) cos cos 9] 4- cosG)sin(t'— 6) sin 9 

ou bien, en negligeant <p% 

sinOfe) = sini'sinw -h 9sin(r — ^)cosw, 
d'oii 

^ - sin'(jfe)= ^ sin'wH — sin*^ cosat^ <p [cos0 — cos ( at'— 6)] sinaco. 

II reste a remplacer, dans la fonction -^(5 — sin^cDj, ret f' par 

et a negliger e'. On trouve que les termes en e contiennent /, 2/ ou 3/; mais on 
ne doit conserver que les termes a longue periode, les seuls susceptibles de 
gpandir assez par Tintegration; dans ces conditions, on pent faire 

r zna, if=:ly X — sin*cD~ x sin'w 9 cos^sinaoj, 

et, si Ton tient compte de la relation 



il vient 

(6) 



I Rl = x/^'aJ ( ^ sin^d) 9 cos^sinaw), 



x=a- ^X- 



70. R, est une partie seculaire qui vient s'ajouter a R^ pour former 

R=zRo4-R,. 

Cela pose, nous appliquerons les formules (h) (t. I, p. 169), en les bornant 
a leurs parties principales, savoir : 

da 2_dR _ 
dt ~~ na di ' 



(7) 



dQ _ ' _ ^ d^_ L_ ^ 

dt /ia*9 <^9 ' dt "^ nd^a^ dO 

dxs_ »_<)R cfe _ I <>R 

dt nd^ e de' dt no} e dm 



dt _ ^ dK *_/ ^R ^\ 

^^^ 'dt-~ nada^ 2/ia*V^c?9 '^ ^ de ) 

T. - 111. 19 
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On voit que a est constant, et, par suite, n aussi. En raison de la petitesse 
de R, par rapport a Ro, on pourra considerer ce que deviennent les equa- 
tions (7) quand on y remplace R par Ro, puis par R| ; soient S9 et S6 les valeurs 
obtenues par I'integration des dernieres equations ainsi formees, 9, G, e et ct 
les valeurs obtenues par I'integration des premieres, les valeurs des elements 
seront 

te et Star sont nuls parce que R, ne contient ni e ni xs, Dans le second membre 
de i'equation (8), on devra remplacer R par Rq-hR, et ensuite augmenter 9 
et 6 de S9 et S6. Les equations differentielles dont on vient de parler se forment 
aisement et sont 



(A) 



(B) 



(A') 



de 3//* 



dt 



-7-"^[l- COS(2/'--20)l, 



-^ = -^ [l -^ 5 cos (2/'- 2CT)], 

de jon'^ . / „ X 

dt 4/1 ^ ^' 

dde 



idO I /a^Y I ^ . 

-1— = x/i — -cos0sin2a), 

dt 2 \'a/ <p ' 



^^ 



sin d sin 2(1). 



fl^^ /irt\{^a 1 a dn ) 2na* de "^ 2na^\ d:^ "^ cicp / 

^t=~^{'^h'-^h'^l''')-^-''{^^^^ 

On a omis dans le second membre de cette derniere equation les termes qui 
contiennent /'— cr', 2/'— 2ct', 2/'- star, 2/'- 26, non qu'ils soient insen- 
sibles, mais parce qu'ils n'ont pas de role a jouer dans le cadre de cette expo- 
sition. 

On doit remplacer dans la derniere formule 9 par 9 -h S9 ; on pent negliger 
(^y et, en represcntant par £4-§£ la valeur complete, separer Tequation en 
deux autres, savoir : 



(C) 



dt n y 8^ 8^ ^2^ )' 



(^'^ 'dr~tir^^^~^^^\^) (2 — 3sin*w— ~9C0S^sin2wy 
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II est inutile de remplacer 6 par 6 -f- SO; il n'en resulterait pas de changement 
appreciable. 

71. Perturbations des 616inents 0, cp et e causSes par Taplatisseinent de la 
Terre. — Ces perturbations resulteront de Tintegration des equations (A'); 
dans leurs seconds membres, d'apres la methode exposee au commencement 
de ce Chapitre, on doit remplacer <p par sa valeur moyenne 9© ^t 6 par 
^^z= hi-h O^^K On trouvera done 

o9 = — X -r ( — - sm 9 sm 2 w, 

ooz=z-^x—y( —.] cos 6 sm 2 w. 
^ 2h\ a J 

Si Ton r^mplace S^ par cette valeur dans I'equation (C), elle devient 

— =xn^^j (2-3sm«a)) -- x n ^-^^ - 1^ j (^ ^^- j 9COS0sin2a), 

ou bien, en mettant pour h sa valeur approchee, ~ -j— , 

--— = x/i ( -- 1 (2 — 3 sin*a)) ^x/i ( — j 9cos0sin2w. 

L'integration donne 

dez=xf — I (2 — 3 sin^o)) nt T'^h\~) ?sin0sin2w; 

le petit terme en nt produira seulement une legere alteration du coefficient k 
de t dans e; on pent le laisser de cote et se borner a 



(E') 3. = -iix^(5y,sin9 



Sin 2 0). 



On voit done que Taplatissement de la Terre n'a pas d'influence appreciable 
sur les elements a, e ct ts. D'apres les formules (D') et (E'), il produit sur les 
elements 0, 9 et e des inegalites qui ont pour periode celle de la revolution de 
la longitude du noeud, 6, soit i8*"*| environ. 

72. Perturbations de la longitude et de la latitude de la Lune caus6es 

par Taplatissement de la Terre. — Soient L et A la longitude et la latitude 

de la Lune; on a 

sin Am sin(i' — 0)sin(p, 

L= l-h2es\n{l — Ts) h . ..-h reduction k T^cliplique, 
/r= 6 -4- I n dl. 



/"' 
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On en tire, avec une precision suffisante, 

3A rri ^9 sin(/-- 0) -h 9 cos(/ — 6) (ds — 30), 
ou bien, en ayant egard aux formules (D') et (E), 

dA =1 X ^ /^^ Vsin acofsinC/- 9) cos0 + (' - ^ ?*) cos(/— 0) sin^l , 
OU encore, en negligeant le terme en 9^, 

3A = x— r( — J sinawsin/, 
2n\ a J 

3L -— — f^7\ ) ?sin2&ysm0. 

On pent remplacer x par sa valeur (6) et ~ par le sinus de la parallaxe hori- 
zontale ^quatoriale moyenne P de la Lune; il vient ainsi 

( dA— ~% [^ x) sin^Psinawsin/, 

(F) \\ ' ^ 

I dL — fjri^ x) 9'sin*Psin2wsin0. 

L'inegalite de la latitude a pour periode le mois sideral, et celle de la longi- 
tude, la duree de la revolution du noeud. Ces inegalites sont devenues sensibles 
a cause du petit diviseur A; quand on met pour /i, A, a, )(^, P et o) leurs valeurs 
numeriques, on trouve les premieres parties des formules (1), page 367 du 

Tome II, 

5A = — 8%382sin/, dL = 4- 7",624sin0. 

L'inegalite SL avait ete indiquee a Mayer par les observations; Lagrange, 
dans son Memoire sur V acceleration seculaire de la Lune, avait eu le premier 
ridee d'introduire Taplatissement de la Terre dans les equations differentielles 
du mouvement de la Lune, mais il avait neglige, les supposant insensibles, les 
inegalites qui contiendraient 9 en facteur, ce qui est precisement le cas de SL. 
Vingt-sept ans plus tard, Laplace, en calculant les termes qui avaient echappe 
a I'analyse de Lagrange, retrouva Tinegalite signalee par Mayer et en expliqua 
ainsi tres simplement la cause. Mais il decouvrit en outre, par la theorie, Fine- 
galite SA de la latitude, que Biirg et Burckhardt confirmerent ensuite par la 
discussion des observations. 

Outre ces inegalites, Taplatissement de la Terre en produit encore d'autres 
beaucoup plus petites, quelques dixiemes de seconde, au plus; elles ont ete 
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determinees avec soin par Hansen (Darlegung der theoretischen Berechnung der 
inden MondtafelnangewandtenStOrungeriy t.I, p.459-47i> ^t t. II, p. 273-322) 
et par G. Hill (Astronomical Papers, t. Ill, Part II; Washington, 1884). 

73. In^galitSs s^culaires du noeud et de rinclinaison caus^es par Taction 
du Soleil. — Elles dependent de Tintegration des equations (A). Si Ton veut 
appliquer le procede de Poisson a la premiere 

qui ne contient que 6, on fera 
d'oii 

C0S(2/'— 26) = C0S(2/'— 200— 23,0) rri C0S(2 /' — 20o) 4- 2 sin (2 /'— 2 0o) ^i 0; 

on aura d'abord, en substituant dans Tequation differentielle et negligeant n'\ 



dt [\n 



cos (2/'— 20o)i 



Puis 

h-\- , C0S(2/'— 20o)-4- — 77- 

[\n "*' dt 



ou bien 

di^ 
dt 

On posera 



3/i'* 3/i" r 3/*'* ~\ 



et Ton aura ensuite 



, 3/i'« on'* 

A -f- -7 — ^—, -i- ^ o, 



n'i 



L'avant-derniere equation donne 



et il en resulte 



n 4 32 * /I 



e = e,+ ^"^3 sin(2r--20o)-^^^sin(4/^-40o). 
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Mais il est plus simple d'integrer rigoureusement les equations (A); nous 
allons le faire en suivant le Memoire de M . Puiseux. 
Soit pose 

(9) -^m, I'^B^u, dou _=;,'--^-^; 

les equations (A) donneront 



du 3 

m — 
4 



S 



—7-7- = I -h 7 m — : m C0S2 £/, 
n'dt 4 ■ 



do 3 

^^ =-^m(p sm2«, 



d'oil 



(10) i\'^jm\n'dt~ ^ 



_ m 

I — -. ,, — cos 2 u 

4-h om 



, . d(p 3ms\n2udu 

(II) ^- 



II convient de considerer d'une maniere generale ['equation 

(12) dx^. ^ 

I H-pC0S2/ 

ou bien 



(I -h (3) cos*j 4- (I — (3 j sin*/' 

dans laquelle ^ designe une constante. On en tire, en integrant et representant 
par c la constante arbitraire, 

(i3) tangj^y/I^lang[(^ + c)v'i-p']. 

Les equations (10) et (12) deviennent identiques si Ton fait 

/ 3 \ , ^ 3m 

la formule (i3) donne ensuite 

(1 ]) tangw = — ' — - - tang i /i -1 - mn'{t -hc)\. 



V 
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Posons, pour abreger, 

/ 3~ 



(i5) X^i/i-f- -m/i'(/-hc), 7 = -— -^ - — -;» 

et la relation (i4) donnera 

fi6) lang£/r_ — ^J tangX — ' " ^ tangX, 

d'oii, en vertu d'une formule bien connue, 



ou bien 



u =z I'— 6~ X — ^ sinaX 4- ^ sin4X 
1 2 



L»S 



0= /'— X4- ^sinaX— ^ sin 4X -+-... ; 
I 2 

/' — X est la partie moyenne 0,^ de 0; Ysin2X, «--sin4X, ... representent les 

inegalites periodiques (leurs periodes sont longues deja par rapport a la duree 
de la revolution de la Lune). On a, en ayant egard a (i5), 

(17) do=^-n't(i/i-^ l^~^) "^^^'^• 

Cela definit le noeud moyen; on voit qu'il retrograde d'un mouvement uni- 
forme; la periode de la revolution est - --_^ii^ _^ On a ensuite 



n'J,^im~i) 



V . 

X :/'-0o. 

de sorte que les inegalites periodiques de 6 sont proportionnelles aux sinus 
des multiples pairs de la distance du noeud moyen de la Lune a la position 
moyenne du Soleil. La duree de la revolution synodique du noeud moyen est 
d'environ 347 jours; par suite, Tinegalite la plus longue de 6 a pour periode 
173 jours environ. 
La formule (11) donne ensuite 



log9 = log(4-+- 3/w — 3m cos 2 w) -h const., 



d'oii 



3 3 

i/ n- ytn— ^/wcos2 M = const., 



Digitized by 



Google 



1 52 CHAPITRE IX. 

ou encore, en substituant la valeur 

3m-f-(4-+-3/w) COS2X 

cos 2 M == -7 ^ 5 ^.- 

4 -h 3 /w 4- 3 m cos 2 A 

tiree de la relation (16), 

3~ 3 

(^ = g i/ i-\- J m -h ^mcos2X, 

g designant une constante arbitraire. Cette expression peut se developper sous 

la forme 

<p = (p^^^^-h 9^*>cos2X-i- <p^'J cos4^H-. . . ; 

on voit que (p<®\ la valeur moyenne de 9, est constdnte et qu'il y a une serie 
d'inegalites proportionnelles aux cosinus des multiples pairs de X. Nous resu- 
merons les resultats precedents dans les formules suivantes : 

'3 — 

H — m — I 






m 4- I 



(») 



= /' — X-f- ^sin2X— ^sin4XH-. . . , 
I 2 

1 (^z=gi/i-hjm-\- ^mcos2X = (p(«)-f- 9^*^ COS2X4- 9<'> cos4X -I-.... 

74. In6galit6s s^culaires du p6rig6e et de rezcentricitd caus6es par 
raction du Soleil. — Elles resulteront de Tintegration des equations (B), 
que Ton peut effectuer rigoureusement. On peut remarquer que, suivant la 

valeur de 2/' — 2T3cr, la vitesse -^ du perigee pent varier entre les resultats que 

Ton obtient en multipliant 7 - par -h C et —4; dans le cas du noeud, les 
limites sont moins larges, -h 2 et o. Si Ton fait 

les equations (B) donnent 

dui 3 1 5 

— /--r- =z I — - m y-m cos 2 M, , 

n at L\ 4 



de 1 5 

TTdi ~ ~ 4 



=: ,- me sm 2 w, , 
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de 1 5 m sin 2 Mj du^ 



(.8) 



e 4 — 3m — i5mcos2£/i 

3_\ ^ij. ^"1 



( I — 7 '^1 n.' dt^i 



i5m 

I — 7 X C0S2M, 

4 — om 



et cette derniere formule devient identique a (12) si Ton fait 
/ 3 \ . — i5m ^ 

II en resulte done, d'apres (i3), 

(19) langM, = y/ -j-j-^— langX,, 

en posant 

La formule connue, que nous avons deja employee, donne 

w, = X, — yiSin2X, -4- -y? sln4^i — . . . . 
en faisant 

y» 

ou encore 

nji= /'— X, -4- — sinsX, — ^ sin4X, -f-... ; 
I 2 

on a done, pour la partie moyenne de ts, 

njo = nU t - i/( ,^^m\(i-^ 3m) -h cy^oJ 

\4 32 128 / 

La Vitesse est positive et le mouvement direct. On a ensuite 

T. - in. 





V- 




V^r-h 3m — 


-9m 
2 




-i/.- 


— - * 


v/ 1-+- 3 /// -1- 


-^m 
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Get argument est done la valeur moyenne de la distance angulaire du perigee 
de la Lune au Soleil; rintervalle de temps qui separe les deux epoques oil Ic 
perigee est en conjonction avec le Soleil est la revolution synodique du perigee ; 
elle est d'environ 4t2 jours. 

Done la periode de Tinegalite la plus longue du mouvement du perigee est 
d'environ 206 jours. La formule (18) donne, en effectuant Tintegration, 



ei/ \— jm J m cos 2 w, = const. 

ou bien, en remplagant u^ par sa valeur en X, au moyen de la relation (19), 



/ 3 i5 " , 



cette expression pent se developper en serie suivant les cosinus des multiples 
de X,. Voici le resume des formules : 



X, = i/^i — I m) (1-4- 3/n) /!'(< -h c), 



y^ 



y/i-f- 3 m — \ / ^ — - ' 



(no( 



v/i-h3m -*- l/i — - 



9^ 
m 



(/'-^) = y - 



9^ 

— m 
2 



lang(/'-^) = y -_^,a„g>.„ 



* I 2 * 



/ 3 lb 
e = gii/ I — 7m-t--7./ncos2Xi = cf<»-*-e(*)cos2X, -i-ef*>cos4X, -t- 

Cherchons le plus grand ecart entre le perigee moyen et le p6rig6e vrai. On a 

X, — I/, zi: /' — CJo — ( ^' — CT ) = T*J — CTq ; 

il s'agit done de trouver le maximum de X, — u^, u^ etX, etant lies par la rela- 
tion (19); on doit avoir dut = rfX, et, par suite, 



: — -m 



..=v/; 



H-3//I cos'X, 
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En combinant les formules (19) et (20), il vient 



f 2 ^ ^ 4 /H- 3m 

TT3^' langX.= //— ^, 



lang(^ — «,) = 



v/n-3m — y'l — 

• 

en faisant le calcul numerique, on trouve, pour le maximum de X^ — w, = gj— xs^, 
8^4 ^'« Dans le cas du noeud, la difference entre la position vraie et la position 
moyenne a pour maximum i^3i\ La plus grande des inegalites periodiques 
du perigee atteint 9°; pour le noeud, c'est i*^3o'. On trouve encore que I'in- 
clinaison 9 oscille entre 5°o'35" et 5*'i7'34" et Texcentricite entre 0,04629 
et 0,06277. 

75. Influence de la difference des deux hemispheres terrestres sur le 
mouvement de la Lune. — La formule (4) ne donne pas toute la fonction 
perturbatrice provenant de la non-sphericite de la Terre; il y a d'autres lermes 

en ^, j:^, ••• qui vont en diminuant rapidement; nous considererons seule- 

ment le premier, que nous representerons par R^. Nous aurons 

Y3 designant une fonction de Laplace, contenant les deux angles X et 00, ascen- 
sion droite et declinaison de la Lune. II est aise de voir que d, figurera toujours 
avec — ©, designant le temps sideral d'un meridien determine de la Terre. 
Les termes de R2, qui renferment les sinus ou cosinus des multiples de JL — 0, 
seronta tres courte periode et ne pourront pas grandir par I'integration. On 
pent les supprimer. Si Ton se reporte a la formule (I) du Tome II, page 270, 
on voit qu'on aura Y3 = DiLj, 31I/3 designant un polynome de Legendre oil la 
variable est sinco; done 



d'oii 



Ya = C f - sin'(D sincD j , 



(21) R,z=x'— (-^j fsin'OD — gsmCDj, 

x' designant une constante qui serait evidemment nulle si les deux hemi- 
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spheres terrestres etaient identiques,cle sorte qu'on peut dire que ['expression Ra 
represente en quelque sorte Teffet de la difference des deux hemispheres. Cher- 
chons son influence sur le mouvement de la Lune. Elle doit etre tres faible, et, 
si elle arrive a etre appreciable, ce ne pourra etre qu'a la faveur d*un tres petit 
diviseur introduit par Tintegration. II y en a precisement un qui correspond a 
Targument cj-h 2O; le perigee fait sa revolution en 9 ans etle noeud en iSansf ; 
la Vitesse moyenne du perigee est done presque egale a deux fois la vitesse 
moyenne du noeud, prise avec un signe contraire, et le coefficient de / dans 
GJH-20 est tres petit. L'inegalite en question contiendra, comme on sait, le 
facteur e^^. .\ussi doit-on avoir recours a Texpression (5) de sincD et y conser- 
ver 9^, ce qui donne 

sinCD=:sinpsina) -h 9 sin (v^ — 0) cosw 9* sin (^ — 0) cos sin w. 

3 
Le terme en <p^ dans sin'co — ^sindO est 

39'sinci) sin(^sin*((^ — B) cos'w sin*ci)sinVcos0sin(p — Q) -\ sin(i'— 0)cos0 . 

11 faut y chercher la partie qui contient Targument 2O; cette partie a pour 
expression 



-9'sinw — cos'a)sint'COs(2i' — 2 0) sin*ci)sin*(^sin(i^ — iQ)-\ s\n{v — lO) 

ou bien 

(22) -r9*sina) Ci sin(3i^ — 2 0)-i- C, sin(^ — 2 0) — ^ sin'ck)sin(('-h 2 0) , 

oil les coefficients C, et C2 sont des fonctions de o) qu'il est inutile de develop- 
per. On doit remplacer maintenant ^ par 

/-f-2esin(/ — xs). 

D'autre part, on peut prendre pour Tautre facteur \ de R.^ 

(23) ^ = ^[H-4ecos(/-Gj)]. 

II faut ensuite faire le produit des expressions (22) et (23), la premiere 
etant transformee comme on Ta indique plus haut. On voit assez facilement que 
I'argument ?>v — 2O ne donnera pas de termes independants de / et que Targu- 
ment (^ — 26 ne produirait que des termes en cr — 26, que nous n'avons pas a 
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considerer ici. L'expression (22) doit etre reduite a 

3 
^9*sin'ci)sin(i^ -\-26) 

ou encore a 

3 
(22 bis) ^(p*sin'a)[sin(/H- 2^) — esin(Gy -h 2 0) 4- esin(2/ — cj-h 2^)]. 

En faisant le produit des expressions (22 bis) et (23), portant dans R^ et ne 
conservant que les terines de la forme cherchee, il vient 

3 a* 

Rs-= ^x'fM-r9*esin'a)sin(Gy H- 2 0) 

16 a* ^ 



OU mieux encore 



3 a' 

(24) R,= ^x'/i*-^9*esin'a)Sin(ny-h 2 0). 

16 a ^ 



Les formules (7) donneront, avec cette valeur Ra de R, 

da 

de 
dt 



z=i - W ni—\ 9* sin'o) cos(ny4- 2 0), 
-j^ = ^ Y.' nl ~ j e9 sin*a)C0s(Gj-+- 20) 



et 



-7-= n^ n.[ -^ ] — sm*w sin(Gj-+- 2 0), 

dt 10 \a J e 

dO 3 , fa,y . , . . 

-z- :=L— -'a' n{ — j e sin'o) sin(GJ-h 2 0), 

(25) -T- =— ^x'/i( — j ecp^sin'ci) sin(Gj-f- 20). 

On en tire, en se rappelant quey et h representent les coefficients de / dans 
Gj et 0, 

5ei=-^x'-^ r( — ) 9'sin'wsin(ziJ4-2 0), 

16 y -h2A V« / 

3 , n (Cl\\^ • a • / /ix 

09=: K x'-: r — I eosin'cosiniGJH- 2 0). 

^ 8 y -f- 2^ \a / ^ ' 

11 faut remplacer e et 9 par e-hBe et 9 H- S9 dans Texpression complete 
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de ^9 qui conticnt notamment 

cela donnera 

7 — (o$o — ede)= ^x'-^ r ( — ) eop' sin*a)sin(cj -h 2^). 

Cette partie devra etre reunie a Texpression (25), ce qui donnera 

d'oii, en integrant, 

(26) ^e^- Ax' .-^ (^— V^Q/n' . ^ . -38^ey«sin»a)COs(cT-h2 0). 

^ ' 64 y -+- 2A \a / \^ y-h 2A / ^ 

Cette expression de Se represente a fort peu pres la correction de la longitude 
de la Lune, qui provient de R3. On a 

y=r 0,008452/1, A = — 0,00402l 7/1, 

(I'oii 

y-t- 2A = -h 0,000 4o8 6/1. 

En substituant dans (26), on aurait 

3<^i=r — 0',25x'C0S(GJ-f- 26), 

Bessel, en comparant au calcul les longueurs du pendule observees dans les 
deux hemispheres, a trouve que Ton pouvait prendre x' = 0,000 33; dans ces 
conditions, I'inegalite dont il s'agit est entierement insensible ; sa periode serait 
d'environ 179 ans. 

76. In6galit6 de Laplace. — Laplace en a signale une autre ayant a fort 
peu pres la meme periode (son argument serait cr-h 26 — 3cj') dont nous allons 
faire le calcul approche. Cette inegalite doit contenir le petit facteur o^ee'*. 
Reprenons la fonction perturbatrice 

oil 

o-t' '\- rv'-f- zz' 



S n^ 



rr' 
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On a d'ailleurs 

— ^cost'H — 9'sin9sin((^ — 0), -r=cos(^', 

y I y' 

^ = sine' 9* cos sin (<^ — ^), ^ = sint^', 



on en tire 



5 = cos(t'— f^') 9*sin(c' — 0)siu(t''— B), 



En substituant dans R et ne conservant que les termes qui contiennent <p^ 
et 2O, on trouve sans peine 

R=: Q '^'^V^?) ^*9*[C0S(2(^— 20) -f-C0S(2<^'— 20)] 

H_ ^^'i/'^y ^'(pl[6c0S((;-Hi^'— 20)-h5cOS(3(^— t''— 20)-h5cOS(3(^'— t^ — 20)]. 

Soit Mt' Tanomalie vraie de la Lune ; on a (^ = mp^ -h tsr, et Ton ne doit conserver 
que les termes oil cj et 6 entrent seulement dans la combinaison xs + 2G. On 
devra done se borner a 

R=i^n'»^^;y^;(p«cos(3^'-iv-ny-20). 

II est facile de voir que, dans le d^veloppement de R suivant les sinus et co- 
sinus des multiples de Tanomalie moyenne Xj du Soleil, la partie non periodique 
est identiquement nuUe. Cela revient a demontrer les equations 

r*''sin3(;' ^, /'*''cos3^' ^, 

ou bien les suivantes 

oil «/ designe I'anomalie vraie du Soleil. 
Or ces equations deviennent 

f ( r 4- e' cos w/ )* cos 3 sv' dw' =. o, 


(i-f-e'cosw')* sm3w' dw' =z o, 



iv) 
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quand on a egard aux relations connues 






y/i — e'* i-f- e' cos wp' 



Les formules (27) se verifient immediatement. On voit done que, dans la 

premiere approximation, il n'y a pas d'inegalite de la forme indiquee. On en 

,.5 
trouverait une cependant en prenantdans R la portion qui contient ^ en fac- 

teur; mais elle renfermerait le coefficient 



— m^(^^}j\^ee'\ 



qui estdudouziemeordre,si I'onconsidere ^ ct ^ "^ ^ ~" ' ^ comme de petites 

quantites du second ordre, les autres etant du premier, et serait aisement ne- 
gligeable. 

Lc calcul que nous venons d'exposer est du a Poisson. Laplace supposait que 
I'inegalite pouvait etre sensible; il avait meme determine empiriquement son 
coefficient pour faire cadrer la theorie et I'observation. Mais il n'est pas prouve 
qu'on ne pourrait pas retrouver Tinegalite en question en combinant des per- 
turbations d'ordre inferieur. Nous devons dire toutefois que Delaunay declare 
(Comptes renf/us, t. XLVII, p. 8i3; i858) qu'il a calcule Tinegalite en question 
par sa methode, en tenant compte du carre et du cube de la force perturba- 
trice, et qu'il a trouve le coefficient inferieur a o'',ooi, done absolument 
insensible. 

77. Influence du d^placement de I'Scliptique sur le mouvement de la 
Lune. — Nous avons deja considere (p. i3G) cette influence, mais seulement 
sur la latitude de la Lune; nous allons reprendre la question et la traiter com- 
pletement par la methode de la variation des constantcs arbitraires, en suivant 
un calcul tres simple du a M. Radau (Bulletin astronomique, t. IX, octobre 1892). 

Soient 9' et 6' les quantites analogues a o et k 6 qui determinent la position 
de Tecliptique, par rapport k un plan fixe, I'ecliptique d'une epoque deter- 
minee. On pourra prendre pour expression de la force perturbatrice celle de la 
page i44> oil figurent y], e et e'; en negligeant les excentricites et les termes 
periodiques, il viendra simplement 

(a8) R = „.«.Q_?^«). 

Si Ton considere le triangle spherique forme par Torbite de la Lune, Teclip- 
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tique mobile et le plan fixe, dans lequel un cote et les angles adjacents ont 
pour valeurs respectives 

S — 6', 9' el i8o«— 9, 

le troisieme angle i etant lie a y) par la relation 

. J 

n — sm -> 
2 

on aura 

cos J = I — 2Tn^ = COS 90089'-!- sin 9 sin 9' cos (0— 0'), 

d'oii, en negligeant les petites quantites du troisieme ordre en 9 et 9', 
(29) /jYi* = 9*-H 9'^— 299'cos(^— 6'). 

Les formules (28) et (29) donnent ensuite 

R = ,^'V^*[l-|9^-^9'«+|99'cos(^-0')]. 



On en conclut 

dO _ 

dl ~~ na 



Si Ton pose 



c// /ia^9 (^0 - 4 /^ ^ ^ ^ 

9 sinO =p, 9 cos^ = <7, 
9' sin 9' = p\ 9' cos O'—q'y 



on trouve aisement 



I dp , 



(30) i l.^^^p^p^=o, 

4 /^ 

Pour integrer ces equations, on pose, en designant par A et B de nouvelles 

variables, 

i p= \ s\n ht-{- B cos hi, 
(3i) 

f 7 z= — Acos/i^ 4- B sinA/. 

Si Ton substitue ces valeurs dans les equations (3o), il vient 

sin hi— , — h cos ht—. //7'^o, 

dl dl ' 

.dk . ,,^ , , 

cos/i/-5 sxnhl—, hp'=zo. 

dl dt 

T. - 111. 2r 
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(I'oii 

— =: h{q' sin hi -^ p' COS hi) , 

— =h{q'coshl--p' sin hi), 

Integrons par parties et designons par A© et B^ deux constantes arbitraires; 
nous trouverons 

IA=: Ao -\- p' sin hi — q' COS hi— I (sin hi -~~ —coshl-^-j dl, 
B =: Bo4-/>'cos/i^-i-7'sin/i/— / icoshl-j- -hsin hl^ \ dl. 

Or on pent admettre que, pendant un lemps tres long, -^ et -—- restent con- 
stants, et poser (Le Verrier, Annates de robservaloire, t. II, p. 172) 

1 -~ =: -f- o'', 069 = ^ = w sin 9'y 
\ dl 

Les formules (32) et (3i) donnent ainsi 

k=L kQ'\' p' sinhl — q' coshl -{- -j ( bcoshl-\- c sin hi), 

B = Bo4-^'cos^^-h^'sinAz 4- t (— 6 sin hi-\- c cos hi), 
p=i Ao sin ht 4- Bo cosht -h/*' H- t > 

On pent poser 



q^=^ — Aocoshl 4-BoSin/i^-h q' — j* 



Ao = — 9iC0sA,, Bo =:cpi sinA,, . Q^znh^ — hi, 
Pi = 9isin0,, qi i=9iCOs^, , 

oil cp, et A| designent des constantes, et il vient ainsi 

c b 

(34) P=Pi-^p'-^ i^ q^^i-^q'-i' 

Les accroissements de/? et de y, dus au deplacement de Tecliptique, seront, 
k tres peu pr^s, 

(35) ^P=p'-^\^ ^q^q'-y 
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On aura aussi, pour la variation de Tangle J que forme I'orbite rle la Lune avec 
Tecliptique mobile, 

Soit s le sinus de la latitude rapportee au plan fixe; on aura 
5 = sin<psin(i' — (?) ^^sint' — />cos^, 
d'oii, en negligeant S(^, 

ds =: sin vSq — cos (^ Sp 

ou bien, en ayant egard aux relations (33) et (35), 

Ss = (^' s\n{v — 9') — j^cos{v — 6'). 

Le dernier terme represente Tinegalite cherchee de la latitude, rapportee a 

Tecliptique mobile. Le coefficient I a pour valeur i",36, ou mieux i",42, si 

Ton attribue au moyen mouvement annuel h du noeud sa valeur plus exacte 
o,338. L'inegalite devient alors 

$s-=— i',42 cos(t^ — 6')=:-h i^ji^ cosi' — o", 17 sinr. 

On a mamtenant, pour Tinegalite correspondante de la longitude, 

dv = OS , 

de ___ 2_ ^ ? ^ 

dt na da '>.na^ 0<^ 

d'ou, en remplagant R par sa valeur ci-dessus, 

^^J z=:- ^' 4- ^ ^ [9*+ 9'^- 299' COS(0 - 0')] - I ^ [9*^ 

En introduisant/?, q, p' et q' et negligeant/^ -^ y'^ il vient 

%-^—\f^ + \Hp'+q')-lh{pp'+qq'Y 

Remplacons p et q par leurs valeurs (34), omettons les parties constantes et 
les termes du second degre en 6, c, p et q[ \ nous trouverons 

-^—^{cp,-bq,)— \h{p,p'-^q,q'). 



On en tire en integrant 
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on verifie aisement ce resultat en differcntiant et ayant egard aux relations 

dt -"^' (it -^ 

Si Ton introduit de nouveau 9,, 0,, 9' et 0', il vient 

5 I 

hv— -y ci)9, cos(0i — 6') -4- -9,9'sin(0,— 0'); 

en remplaQ^nt 9^ par 9 = 2y» on trouve enfin 

dr z= ^ 99' sin(0 — 9') + 5y I cos(9 - ^'). 

Le coefficient de cos(6 — 0') est egal a o",3t, qiiand on attribue a A la va- 
leur 0,35, qui resulte de la premiere approximation. 
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CHAPITRE X. 

THEORIES DE MM. LUBBOCK ET DE PONTECOULANT. 



Ces deux theories sont fondees sur les memes principes; la premiere est con- 
tenue dans divers fascicules parus en i833, i836, 1837 et i8/|osous le titre : 
On the Theory of the Moon, and on the Perturbations of the Planets, La seconde 
remplit en entier le Tome IV de la Theorie analytique du systeme du Monde, paru 
en 1846. 

Les deux auteurs ont chcrche a obtenir directement les perturbations de la 
longitude, de la latitude et de Tinverse du rayon vecteur de la Lune, develop- 
pees en sinus et cosinus d'arguments variant proportionnellement au temps; 
ils ont introduit, des Ic debut, comme Poisson Tavait conseille, la longitude 
moyenne de la Lune au lieu de la longitude vraie. Lubbock s'en est tenu aux 
premieres approximations; le travail de M. de Pontecoulant est beaucoup plus 
etendu, et c'est celui dont nous donnerons une idee assez complete dans les 
pages suivantes. 

78. En supposant egal a Tunite le produit de la constante f de I'attraction 
universelle par la somme des masses de la Terre et de la Lune, et designant 
par x^ y, z les coordonnees rectangulaires de la Lune , par R la fonction pertur- 
batrice, on a, comme on sait, les equations differentielles 



(0 



Multiplions ces equations, d'abord par ,r, y, z, ensuite par Q.dx, idy et idz; 
nous trouverons 



d'^x X dK 


d^y Y 


dR 


d^z z dR 




y _j_ ^ 






dt" '^ r' dx' 


dl' r' 


<>7 


dl* ' /3 dz 



X 



d^x 



(2) 



d\y 
dt* ' ' ~dF- 

,dx^-^ dy^-\-dz^ 
dT' 



d'z 
"dl^ 



I ^R 

r dx 



dR 



~dz' 



id - —2{ -r-dx -y- -^—dy -h ^i-dz)- 
r \dx dy ' dz J 
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Prenons pour plan des ooy le plan de Tecliptique suppose fixe; soil (^ la lon- 
gitude de la Lune comptee dans ce plan, s la tangente de sa latitude au-dessus 
de ce plan. On aura 

r cosv rsinr rs 

(3) a:-^-- :=, j=:-_.^_, z^ 



on en tire aisement 



et 



dR dR OR dR 

ar ax " av oz 



dx^ -\- d y^ -\- dz^ _ dr^ /' dv^ r' d^ 



<i*a; G?*v ^5 d / dx dy 



dz\ dx^-^ dy^-^ dz^ 
'dt) ^? 



d'r r'- dv'' _ r- ds^ 

'd? ~ TT7^ di^ ~ (i-i-s^y dt^' 



de sorte que les equations (2) donneronl 

/ dr^ r« di^^ /» ds^ a i r ^, ^ 

\ clt^^T:^^dl^-^(r^r^^7df^-'-r-^a^y'^^^ 

( ''"^ "" n-^2 <^/^ ■" (14-5*)- r/T^"^ r ^'"Jr' 



on a pose, pour abreger. 

Ox y 



(5) d'R - ;r^;^^; + , ^, <X + -.^ c/^, 



et — ~ designe la constante qui accompagnc Tintegrale 2 f d'R, dont le sens est 
precise par la formule 

J J \0x dt Of dl (Jz dt J 

En ajoutant les equations (4)» on trouve 

,., 1 d'r^ I I r»„ dR 

^ ' 2 dl^ r a J or' 

c'est une equation fondamentale dans la theorie actuelle : elle se trouve deja 
dans la Mecanique celeste de Laplaco. 

Multiplions maintenant les deux premieres equations (i) par — y et -h.r; 
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nous obtiendrons 



d ( dv dx\ 



(i'oii, en ayant egard aux formules (3) et designant par h une constante arbi- 
traire, 

^^^ di'-~i^r^Jj^>'^')' 

Enfin la relation 

ds ~ \/i-\- s^ ^^ i -\-S' dr 
permet d'ecrire comme il suit la troisieme des equations (i) : 



=-^ o. 



, (I- / rs \ I rs \/i-hs*d\\ s dR 

Les equations (A), (B), (C) vont maintenant nous servir de point de depart. 
Soient r' et ^' le rayon vecteur et la longitude du Soleil; on aura, comme on 
la vu a propos de la theorie de Laplace, 



(6) 



m' r^ 

a =z — - [l - 35^4-3(1 - S^)C0S(2V-2i>')] 



'i^ [^ (' - Y"0 ^^'(*' - ^') -+- 5 (. - ^.') cos(3^ - 3i^')J 



oil m' designe le produit de la constante f par la masse du Soleil. 

79. Quand on fait abstraction de R, les formules (A), (B), (C) deviennent 



1 d^ r- I 1 di> , I -h s- 

2 dt^ r a dt r^ 

(7) ; ,. 



(rs \ I rs 



On deduit de ces equations les developpements de r, s^ et s, que nous repro- 
duisons en negligeant les troisiemes puissances de Texcentricite et de Tincli- 
naison, 



- =^ I H e cos 9 cos 2 o 4- . 

a 2 ^ 2 ~ 



(8) { . 5 , . y* . 

» t^ = /2^ + £ -h aesmo 4- 7 e' SU12Q3 — V sin2y) 4-. . . , 

4 4 

5 =y simo -4- ey sin((p — Tj) -4- ey sin((p H- Yj) H- 
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Y est la tangente de rinclinaison de i'orbite sur le plan des xy, <f ranomalio 
moyenne et y) la distance moyenne de la Lune au noeud ascendant de son orbite; 
on aurait done, en employant les notations bien connues, 

<p zzi /i^ -h £ — Gj, n — nt -he— Q, 

ou GT et Q designeraient des constantes. Mais, en raison dcs variations rapides 
du noeud et du perigee, les formules precedentes ne donneraient qu'une 
approximation insuffisante. Aussi Ton pose 

j 9 ~ cnt -f-e— GJ--/^/^-e-~^GJ-h(l — c) nt], 
(9) 

oil c et ^ representent des constantes qui seront determinees ulterieurement. 

On voit que cela revient a considerer une ellipse mobile tournant uniforme- 
ment dans son plan, tandis que ce dernie^' se meut uniformement aussi autour 
de Taxe de Tecliptique; (i—c)ni et (i — g)nl sont les moyens mouvements 
du noeud et du perigee. Les formules (8) et (9) cessent de verifier les equa- 
tions (7); mais nous avons le droit de les prendre comme point de depart de 
nos approximations. Dans ce qui suit, a, n, e, y, e, gt, Q seront des constantes 
absolues, meme dans Torbite troublee de la Lune; nous prendrons pour n la 
valeur qui se deduit directement de Tobservation, de sorte que n sera la valeur 
angulaire moyenne dans Torbite troublee, a se deduira de n par la relation 
/^*a'= I : c'est la definition meme de a. 

On aura, pour le Soleil, des formules analogues a (8), qui seront supposees 
representer exactement son mouvement. 



(10) 



a! 


= 


IH- 


2 


-e' 


coscp'- 


cos 2 9' 

2 ^ 


4-. . . 


v< 




mnt-\-t' ->r ae'sin 


9'h- je'*sin29'- 






9- 


~-n^ 


t-h 


£'-Gj' 

m = 


= mnt -f- e' 
n 


~m\ 



La quantite m, rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune, est 
constante. 

80. Si Ton porte les expressions (8) et (10) de r, v, s, f et v' dans Texpres- 
sion (6) de R, ou plutot dans sa premiere partie, a laquelle nous nous bornerons, 

(II) R= ' ;i'V»/'^y[l — 35*-h3(l-5^)C0S(2i^-2i;')], 
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on obtient sans trop de peine le developpement suivant de R. dans lequel nous 
avons suppose a -- 1 et, par suite, n^\ el /w = /i\ 

K i:^ -^ eCOS© Q-^' COS 2 OH ^— e'COS^'H- ^-^ e'- C0S2(p 

l\ 1 o 4 o 

3 m* , , ,, 3 m' , , ,, 3 m* ^ 
^— ee'cos(9 — cp') . - ee'cos(cp -h 9 ) H ^— COS24 

I \ I "* ^ ^ 

(<2) ^ 

— "-— ecos(2^ — 9) H ,- ecus (2^ 4- 9) H J, -e'cos(2^ — 9') 

3 m* , , c. ,^ i5m- , , w . 
-g-e'cos(24-h90 H ^e*cos(24 — 29) -h 

Nous avons pose, pour abreger, 

^ =z I — I' =: nt -{- e — n' t ^ e' =: {i — m) t -\- e — e' , 

et nous avons fait y = o, pour simplifier notre exposition. Tous Ics termes du 
troisieme ordre ont ete ecrits et meme piusieurs du quatrieme; on en verra la 
raison plus loin. 

De Pontecoulant designe par -- la valeur de - deduite des formules (8) 

— =zi-\- e cos 9 -+- e* cos 2 9 -f- . . . , 



r 



et par - la valeur exacte dans Torbite troublee ; il pose 



r, 



II introduit ainsi — et - j et non pas r< et r, parce que Tune des inconnues finales 

est la parallaxe de la Lune, qui est representee, a un facteur constant pres, 

par -• II admet ensuite que S— pent se developper en une serie de cosinus 

portant sur les arguments 9, 29, <p', ..., qui figurent dans le developpe- 
ment (12) de R, 

(5 — = GQ-h aie cos 9 -h ^j e- cos 2 9 -+- ^3 e' cos 9' -\- a^e'^ cos 2 9' 
.,^x , H- a5ee'cos(9 — 9') + a6^e'cos(9 4- 9') -ha? COS25 

i H- aH^cos(25— 9) -T- ^9 e cos (2 1 4- 9) 4- aioe'cos(2^ — 9') 
' -h an e' 008(2^4- 9') 4-<7i,e*cos(25 — 29) 4- 

flo. «o . •, ^12, ... sont des coefficients indeterminesdont il faut calculer les va- 
lours, ce a quoi Ton arrivera au moyen de Tequation (A); mais quelques expli- 
T. - III. i2 
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cations preliminaires sont necessaires. On a 

il*oii, par la formule du binome, 

r-r?-.,iaJ--.3,-}(eJ.)-4rf(3i-)V.... 
L'equation (A) devient ensuite 

(i4) { 2 e//* dt^ 2 cit* dt* 

f S i--=2/ d'R -h r 3- • 

' r, f^\ cL J or 

Posons 
(.5, P=-,..-,)a;^.?,.!(o-^)-^!(.^)V^,(jl)'_.... 

remarquons que I'expression (1 1) de R donne 

rappelons-nous que nous avons suppose a = i, et l'equation (i4) deviendra 



(16) 



on a d'ailleurs 



rt . I I I d^r\ d*P /■„_ „ 



~ — I = e cos 9 -h e^ cos 29-1-. 



(17) / /-J — iH — e'— 2 6 cos 9 e'cos2 9 -+-. 

— j^ nz c'(2ecos9 -h 26' COS29) 4-. . . ; 

le facteur c^ provient de ce que ^| = ^ [formule (9)]. 
81. On a ensuite 
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or, d'apres (11), 

II viendra done 
d'oii 



,dR .„ dR dR 

dr' dv' dv 



d'R = dR^^R%^~dv\ 



^fd'R + 2R = 4R 4- 6 Tr^' 4- 2 r^ dv' 
ou bien, en tirant dr^ et di^' des formules (10), 



(18) 



( 2 r^'R-+-2R = 4R-t-6m TR/'^'sinQ'H- ^e'^ %\ni(:^'\ dt 

/ -+- 2m / ;t- ( I -H 2e'coscp^-t- -e"cos2<pM dt. 



Nous ehercherons dans S— seulement les termes en m^. Fl faudrait done, 

semble-t-il, prendre dans les deux derniers terraes de la formule precedente R=o 

et ^ = o, car, autrement, le resultat du calcul contiendrait m^ en facteur. 

Mais il faut remarquer que certains termes s'abaissent d'un ordre par Tintegra- 
tion; ainsi, en bornant le developpement (12) a 

R=r -^ H ^e'cOS®', 

4 4 



on aura 



R( e'sincp'H — e'*sin2<pM ~ -^e'sm9'-i- -y—^ sin 29', 



d'oii, en muitipliant par dt, integrant et reniarquant que le coefficient de t dans 
cp' est egal a m. 



H" 



sincp'4- -e"sin2cp 



dR 



'\dt — 



m 



3m 



, e'cos<p' ^-e'' cos 29' 

4 o 



11 faut maintenant calculer ^- Or Texpression (11) de R ne contient que 

f' — v\ et Ton a 

5 5 
i' — (;'=:^ -h 2esin9 — 2e'sin9'-i- ■^e'sin29 — ^e'* sin 2 9' 4- 



On en conclut 
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et, en se reporlant a Texpression (12) de R, on voit que, pour avoir un abaisse- 
ment dans 1 integration, il faut prendre seulement 

-r^ —-' -y-/n^e^s\n{2t, — 29). 
On aura ensuite 

/^R / ■ 5 ^ 15/* 
— ( I -I- 2e'cos9'-h - e'*cos29M (i^=: j-ni^e^ j sin(25 — 2(p)dt 

C0S(2$— 29). 



4 ^ ( 1 — m — c) 
En portant les resultats precedents dans la formula (18), il viendra 

— e'cos9' 



[ 2 rc/'R-h2R=:4R- ^^ 



^ » — ^-r-e'2c0S2o' -, C0S(2j— 29). 

4 ^ 4 c — 1 ^ ^ 



m 



Si done on pose 



(20) ^ ^ 



//}R 
^'R H r ^— =: const. -+- Riecos9 4- Ri^^ COS29 + R,e'cos9' 

-f-R4e'^cos2 9'-h. . .4- Riie'cos(25 — 29) -h. . . , 



on trouvera sans peine, en ayant egard aux formules (12) et (19), 

R,=z— 2/n', Rj =: » R3 — > R4— ^— -, R^m—Sm', 

22 4 

R, =-3/M», R, — 3wS R, =-9m«, R, =:3m', R„= . 

o 0/n' D _ ^5m' m 

R,.=.- _- , R,,_ ----- 



82. L'expression (iT)) do P pent etre bornee, dans la premiere approxima- 
tion, a 

? = — (/•} — i)d~ =zi (3ecos9— ^^*) [^0+ aiecos9 4- a, e'cos9'4 a7C0S2$ 

-i- flr8ecos(2^ — 9) 4- a, e cos (2^ 4- 9)]. 

Si done on pose 

I P==Po4-Piecos9-f- Pje'cos2 9 4-P3e'cos9' 

(22) \ 

f 4- P4e'*cos2 9'4-. . .-f- Ptie*cos(2^— 29) 4-. . . , 
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on trouvera 












P, =3a„, 


p -'"^"i 




P, = P»=o, 


(23) 


p _p _3a, 
P, _ F, _ ^ , 

P,o=Pu=^0, 


p _3«n. 




p.-p-': 



.73 



on a neglige e-a^ et e^a^ devant a^, ag et^o. 

On pent maintenant, dans Tequalion (16), egaler a zero les coefficients de 

ecos<p, e' cos 2 9, ...., e-cos(2^ — 29), 

en tenant compte des formules (20) et(2r) et ayant egard aux expressions (17) 

de — — I et de -:t:^ • On trouvera ainsi 
r\ ar 

(H-«i)(c*— r) =R, -t-c-Pi 

a, (/n»— I) r^Ra -i-m^Pj, 

a, (^m^-^i) :=R; -f-4m«P4, 

a, [(c-my—i] —Rfi -4-(c-m)U\, 

«6 [(^-+-'^0*— >] =^6 4-(c?-i-/n)*Pe, 

a, [4(,-m)'-i] =:R, 4-4(f-'w)«P7, 

or, [(2 — c — 2/w)*— i] ^^Rg + (2 — c — 2m)*P8, 

a, [(2 -4- c — 2m)'— i] = R9 -1^ (2 -+- c— 2/n)*P», 

«io[(2 — 3m)«— i] — R,oH- (2 — 3m)»P,o, 

«ii[(2"m)«~i] =Ru +-(2-m)*Pn, 

a,s[(2 — 2C — 2/n)'— i] =iRi2 ^ (2 — 2c — 2/n)' P,2. 

ReraplaQons dans les formules precedentes les R, et les P,- par leurs va- 
leurs (21) et (28) et reduisons les coefficients de a,- et P^ k leurs valeurs prin- 
cipales, au moyen de I'expression approchee 

c = I — 7 m^ 
4 

qui sera obtenue dans un moment; nous verrons que les coefficients dc ^5, a^, 
et ag contiennent m en facteur. Nous trouverons finalement 

!(i 4- flj) (c* — i) =: 3c*ao ~ 2m*, 
a2(4c'— i) -i- c'— I = Gc^flEi 
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CHAPITRE 


X. 




et 












f 3m« 




2im 


2im 


(25) 


a^ -— m*. 


i5m 
i5»i> 


33 m* 
^^^ ,6 ' 


■ym* 



Nous avons ainsi calcule les parties principales des perturbations de -• 

83. Passons maintenant au calcul des perturbations de v. La formule (B) 
donne, pour ^ = o, 

en posant 

On tire de la formule (12) 

dR 3 m' . w om' . , > , 3 m* . , v 

-^jT ^- ---sin25-f- ^^— esin(25-<p) __ esin(2$-4- <p) 

2im' , . , ^ ,. 3m* , . , V ,, i5m* , . , *. v 
^e'sin(2 4 — 9 ) H ^e' 5111(24-1- 9') ~. — e*sm(25 — 29). 

II en resulte 

-- I r3m* ^ qm^ , ^ . m* , . , 

11= -;j -y— C0S2$— eC0S(24 — 9) H e cos (24 -h 9) 

/ / >- IX 3m- , , w .- i5/n , , v xT 

e' cos (2 $ — 9') ^e' cos(25 -4-9') jc— e*cos(24-- 29) , 



21 m* 



8 

d'ou, en remplaQant — par 

e* 5e* 

i-f--^ 4- 2ecos9 -+- - cos 2 9, 

IT 3m* J. i5m* , ,. . , 5m* . j. ^ 

U = -^ cos 2 4 -.— e cos (24 — 9)H — ^-ecos(2$-h 9) 

, 2im* , , w , 3 m* - , . , 

(27) { H ^e'cos(2$ — 9') -^-e'cos(25-i-9 ) 

f i5m , , y 

I 5— e*cos(2| — 29). 

On remarquera que le coefficient de cos (2$ — 29) a deja perdu un facteur /w. 
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On a ensuite 

-2 = 1 — 1-3— = — 4-— 5-, 



d'oii il resulte 



5e' 



-7^ == I H h 2ecos9 "^ cos 2 9 

-h (2 H- 2ecos9 H- 2 e' cos 2 9) [ao-^- «i ecos^p -+- aj e' cos 2 9 -\- a^e' cos(p' -h a4e'^cos2 9' 

-f- or- ee'cos(<p — 9') 4- aeee'.cos(9 4- 9') -h a7COS2$ 
-h age cos (2^ — ?) H- a«ecos(2^-h 9) 
-ha,oe'cos(2$ — 9') 4-ane'cos('2^-f 9') 

-h a,je*cos(25 — 29)]- 
On en tire, en effectuant la multiplication, 

1 ~ =:n — -h 2ao^- ^i ^'-+- 2(1 4- ao-h a,) ecos9-+- ( — h ^ao-ha^-h ^aA e' cos 2 9 

(-^8) ' -^ 2cr3e'cos9'-h 2ave" cos 2 9' -+-(«,+ 2^5) ee' cos (9 — 9') -f (a3H-2ae) ee'cos(9 + 9') 

-f- 2 a? cos 2 ^ 4- ( ^7 -h 2 ^4 ) e cos (2^ — 9) -+-(a7-4-2a9)e cos (2^4-9) 
4- 2a,oe'cos(2^ — 9') -h 2^11 e' cos (2^ 4- 9') -+- (^7+ «8-+- ^au) e*cos(2^ — 29). 



Les formules (26), (27 ) et (28) donneront ensuite 

3~ = A ( I 4- ^ 4- 2ao4-a| eM 4- 2^(14- ao4- ai)ecos9 

4- /j f - 4- 2ao+ ^1 ^- 2«2) e*cos29 4- U', 
en faisant 

U'= 2«3e'cos9'4- 2aie'*cos2 9'4- (aj-h 2^5) ee'cos(9 ~~ ?') + (^3-+- ^a*) ee'cos(9 4- 9') 

4- I 2a7 4 -,-- I COS244- I ^7 4- 2^8 -, j e COS(24 — 9) 

4- (^7 4- 2^9 4 ^— jeC0S(2^4- 9) 4- (2a, 4- -- o- ) e' COS (2^—9') 

4- ( 2ai, rr- j e'cos(25 4-9') 4- (^7+ ^'8 4- 2 flu ^- 1 e'cos(2^ — 29). 

On remarquera que. dans U', on a suppose h = i. D'apres la definition de n, on 
doit egaler a n, done a i, le terme non periodique de —^ ce qui donne 

A :^ 1 2^0 — a, e^, 

2 

-1- =:i 4- (i — ao4- a,) 2ecos9 -r- ( 3ao4- a,4- 2aj j e' cos 2 9 4- U'. 
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On en tire, en integrant. 



1/5 3ao «i \ • . 

Qesincp H- - ( -^ 1 hflj 1 e* sin 20 

C \ l|. Ji Ja J 



I — aft-t-a, . 1/5 3ao «i 

c 

2 a 



H ?e'sin9'H — ^ e'* sin 2 (p'H- (^5 -h 2a5)ee'sin(9 — 9') + (^3-+- 2a6)^^'sin(9 -+- 9') 



m 



') 



/ 3m*\ . y I i5m2\ 

-H («:-+- ~^jsin254- ( rt7-i- 2a8— -^ — j esin(2 4 — 9) 

-+-( -^-^ — ^ -h -j^j^sin(2$-+-9) H- la,oH ^ 1 e'sin(2£ — 9') 

"^(""•^-le";^ ^'"^""^"^"^^ ""V ^^ '-ygje'-sin(2^-29). 

On voit que plusieurs des coefficients a,- sont affectes dans v du diviseur m; 

le coefficient dec^sin(2^ — 29) renferme meme une partie, ^) d'ou m a 

completement disparu, a la suite des deux integrations faites pour obtenir 

Si Ton remplace enfin ies a, par leurs valeurs (25), on trouve 

(29) v^t-{-t-\- \ i2esin9 4- ( 7-f--g/n* [- — ^ ^j e*sin2 9 -t- U', 

en faisant 

/ TT/r o / • / 9^^ 1^ * t 2im , . 2im , , 

I U ^— 3me'sin9'-- -7-e'^sin29' t- -.— ee'sin(9 — 9') ^-^^' sin(9 -h 9') 

1 11/71* . . l5m , , y , 17/71* . , >. 

(3o^ \ H — sm2^H- --— esin(25 — 9) -h -^^esin(2|-+-9) 



4- \. e' sin(2^ — 9'; — - e' sin (2^ -4- 9') -t- D/zie- sin(2$ — 29). 

\ 10 10 

Les termes independants de m se sont detruits dans le coefficient de 
r^sin(2$ — 29); cela est conforme a un theorenie de Laplace {voir la Meca- 
nique celeste^ Liv. VIF, p. 244)- Le coefficient D n'est pas donne par le calcul 
tel que nous Tavons simplifie; pour Tobtenir, il faudrait, meme dans celte 
premiere approximation, tenir compte de certains termes contenant les pro- 
duits deux a deux de quelques-uns des coefficients a,; il serait facile de faire 
cette operation complementaire, mais nous ne nous y arreterons pas. 

84, Calcul de ao, «i et c, — En faisant ^ =: o dans la deuxieme equa- 
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tion (4). il vient 

di^ _ i^dTr I I ^ 

dt^ ~ r'dl^ '^ 7^ ~ 7 17-' 

Nous allons egaler dans les deux membres les parties non periodiques en y 
negligeant e. Nous pourrons ecrire d'abord 



di>^ I d^r ( I 

di^ ~"r'dt^ 



( I \» 2R 



La partie non periodique de - -t^ contient e en facteur; — ^ contient le terme 
2-7- ~ — ; il viendra done 

I = I -+- 3 OTo -— h . . . , 

d'ou 

(3l) a,:z=-g- +.... 

De Pontecoulant, afin de pouvoir comparer plus facilement ses resultats a 
ceux de ses predecesseurs, a determine la constante a<, qui restc arbitraire, 

par la condition que la valeur de - soit, dans ses deux premiers termes, de la 
forme 

- :=^E[n- ecos(ci^ — n)], 

e etant le meme que ci-dessus. Or on a 

- = ho— =:i-+-ao-^(^ -+-a,)ecos9 -+-..., 

9 — <po-hc^, t':^ ^ -he-+- (c — 2^0-4- 2ai)esin9 -h 

II en resulte 



- =i4-aoH-(i -i-«i)ecos(c(' — IIh-. . .)• 



On doit done avoir, au degre d'approximation realise jusqu'ici, 



w} 
T. - III. 23 



I 4- a, = iH- or^j, oTj — 
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apres quoi les equations (^4) donnent aisement 



3/n- , Sw* 
c* — I =1 — . 2 m* m , 

2 

3m« 

c* = I h . . . , 

2 

3m» 

3a.— = /w' h. . .', 

'2 2 



2m' 



Voici done la eonclusion de cette premiere approximation 



I m 

/• 6 



- -h ( I-+- -^ 1 ecos9 -i- f iH ^-\ e'cos2cp 



3/w' , , am* ,- , 
e' cos 9 — ~" e'^ cos 2 ©' 

2^4 



21 /w 



H ^ee'cos(9 — 9') rt— ee'cos(9 4- 9') 

, y >5m , ^ . 33m' , ^ 

4- m*cos2|H g— ecos(2$— 9) h ^ecos(25 — 9) 

-f- ' ---e'cos(24 — 9') e' cos (24-1- 9') — e'cos(2j — 29), 



/ 3m*\ . /5 23m«\ , . 

~/4- e-f- ( 2 H j esin9 -h ( 7 -•- ->— 1 ^ sm2 9 



— 3/we sin9'— ^^ e * sin 2 9' 

21 m , . , ;. 21 m , 

H — — 6fe'sin(9 — 9 ) — -T— ee'sin(9 h- 9') 

iim* . ^ i5/n . , w , 17/n* . , „ 

H ^ — sm25H 7- esin(24 — 9) H- ~ — esm(25-i-9) 

77 771.' I 1 //l' 

-f- ——e' sin (2^ — 9') ^e'sin(2|-i- 9') -i- Dme* sin(2| — 29); 

3 m' 

(D ~ cnt -\- z — Ts; c =11 — —. h . . . . 

4 

85. Pour proceder aux approximations ulterieures, il faut d'abord augmenter 
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R de 8, R, 

. -, ^R;^ . dR. ,^R. I ^ ^R. 

(5, R = -r- or, 4- -T- <5p = — /•* -— h .- ot', 

dr ()v dr r, di> 

d,R=i-2Rr,d-4-^di;. 

On remplacera 5-7 et S^ par leurs valeurs precedentes et I'on developpera 

les expressions — 2Rr, 8— et -tf ^^ suivant les cosinus des arguments 9, 2<p, 

<5>', ... et de nouvelles combinaisons. On en deduira ensuite les nouvelles 
valeurs des quantites R,. De meme, il faudra prendre les deux premiers termes 
de la valeur (i5) de P, 



V=.-ir^-.)^l-^^\r^(,Ly, 



et il faudra d^velopper cette expression suivant les cosinus des memes argu- 
ments. En s'adressant a I'equation (16), on formera les nouvelles Equations 
prop res a determiner les coefficients a^, et de meme les coefficients du deve- 
loppement de ^ — ^ — £, et ainsi de suite. 

L'auteur n'a pas donne le detail de ses calculs; il a transcrit immediate- 
ment la valeur de la fonction R fournie par une serie d'approximations, en ne- 
gligeant e, e' et y dans les coefficients de 

coso, ecos9, e'cos2(p, e'cos9', ...; 

la partie non periodique de R a ete calculee jusqu'au terme en m} inclusive- 
ment; pour les coefficients suivants, on va moins loin, en raison des facteurs 
e, e\ e^ .. . qui s'inlroduisent. II a montre ensuite en detail comment il faut 

faire la nouvelle approximation pour obtenir des valeurs plus exactes de S— et 

deS^. Cette fagon de proceder dans Texposition est rapide, mais peu claire; j'ai 
prefere effectuer completement la premiere approximation. II faut reconnaitre 
que la methode est bonne en elle-meme et infiniment plus rapide que si Ton 
employait la methode de la variation des constantes arbitraires. Le nombre des 

coefficients differentiels ^- ' ^' ^^ ^"t ^ ajtj » • ' • que Ton est oblige de cal- 

culer est ainsi bien reduit; la besogne n'en reste pas moins considerable, et il 
aurait fallu plus d'un autre volume pareil au Tome IV de la Theorie analytique 
du Systeme du Monde pour les developper in extenso. Dans le Chapitre 111, de 
Pontecoulant determine par la meme methode les termes dependant du carre 
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et des puissances superieures des excentricites et de Tinclinaison, servant k 
completer les expressions des coefficients des inegalites developpees dans les 
Chapitres precedents. Dans la suite de son Ouvrage, il emploie aussi la methode 
de la variation des constantes arbitraires, notamment pour le calcul plus exact 
des quantites c et ^ et de Taccel^ration seculaire. . 

On a pu voir dans le Chapitre VII (colonne H. — Po.) comment la theorie 
de Pontecoulant represente les observations. 
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CHAPITRE XL 

THtORlE DE LA LUNE DE DELAUNAY. 



86. Principe de la m6thode. — Les difficultes que presente la theorie de 
la Lune tiennent surtout ace que les resultats fournis par les approximations 
successives ne convergent que tres lentement. Dans le cas des planetes, les ine- 
galites qui sont du second ordre relativement a la fonction perturbatrice sont 
generalement faibles, et Ton pent presque toujours negliger celles du troisieme 
ordre. Pour la Lune, il n'en est pas ainsi : certaines perturbations sont encore 
sensibles, bien qu'elles soient du cinquieme ordre. On concoit la complication 
qu'entrainerait Tenchainement ainsi prolonge des approximations successives. 

Dans la nouvelle methode, il arrive que, si Ton reduit la fonction pertur- 
batrice R a sa partie non periodique et a un seul terme periodique s, les 
equations dont dependent les derivees des elements peuvent etre integrees 
rigoureusement. On pent done calculer les integrales correspondantes avec 
toute la precision desirable. 11 y a lieu de se demander s'il n'est pas possible 
de tirer parti de cette circonstance et de ramener le probleme a un autre du 
meme genre, dans lequel la fonction perturbatrice ne contiendrait plus le 
terme 5. Si, en effet, apres avoir effcctue les integrations dont on vient de par- 
ler, on regarde comme de nouvelles variables les cpnstantes arbitraires intro- 
duitespar Tintegration, il arrive que ces nouvelles variables dependent d'equa- 
tions de meme forme que les premieres. On est done ramene a une question 
pareille, mais dans laquelle on a extrait un terme de la fonction perturbatrice. 
Une nouvelle operation fera disparaitre un second terme periodique G', et ainsi 
de suite. Quand on aura ainsi tenu compte avec une grande rigueur des termes 
les plus influents, on pourra se contenter, pour les autres, de la premiere 
approximation. Le plus grand avantage de la methode consiste peut-etre dans 
la division du travail en une serie d'operations distinctes, qui sont loutes de 
meme nature. 
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87. ilquations diffSrentielles du mouvement. — Nous laissons de cote 
raction des planetes et i'influence de raplatissement de la Terre dont nous 
tiendrons compte plus tard; nous n'aurons done a considerer que trois points 
materiels S, T, L, les centres de gravite du Soleil, de la Terre ct de la Lune, oil 
seront concentrees les masses M, m^ etm< de ces trois astres. Soit G le centre 
de gravite de T et de L; on sail (t. I, p. 63) que le point S decrira a fort peu 
pres une ellipse keplerienne, non pas autour de T, mais autour de G comma 
foyer. Cest la Torigine d'une legere complication dans les equations differen- 
tielles. Menons par le point T trois axes rectangulaires de directions invariables 
et par G trois axes paralleles aux precedents; designons par x,y, s, x\^y\, z\ 
les coordonnees geocentriques de la Lune et du Soleil, par x\ y\ z' les coor- 
donnees du Soleil rapportees a Torigine G; posons 

TL = /, TS^/;, GS = r', SL = A, 

LLr= f(mo4- m,), /n'=:fM, <t ^ ^ — • 

Nous aurons, pour determiner x,y, s, les equations differentielles 

d}x \i.x J x\ — X x\ 

Nous avons, d'autre part, les relations 

x\~x'-\-QXy /'i = y -+- ffjf Z\— Z' -[-fJZy , 

A« = {x' — x -+ (TxY-\- iy' — y-h <7r)«-+- (c' — 5 -h azy, 
qui donnent 



%JU f w (X f 






de sorte que les equations differentielles du mouvement de la Lune pourront 
s'ecrire 

Id^x fxx _ OR 
'dF "^"/^ ~ 5^' 

^'^ \ dl^ "^ r^ ~ dy' 



d^z 1^5 _ dR 
'di} "^ 73" ~ ^dz ' 



r~ y 
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oil Ton a 



L(i-a)v/(^'- 



; ..x- -,Tv a:-h<7a:y-h {y — ;y-h <7y)^-^ (z'— z -hazy 

V -^ } 

1 



0- 



<7S/{x' -h cacy -h (f -h ay)- -h (s'h- ct-s) 

CommenQons par negliger la fonction perturbatrice R; les equations (i) re- 
presenteront un mouvement elliptique, et leurs integrales seront donnees par 
les formules 

d7:= r(cosi^cosh — sinr sin A cos/), 

y = r(cost^ sin A 4- sin (^ cos A cos i), 

z n= r sin (> sine, 

(3) i , /a 

u — esinu=: 1:=: n{t-\- c), • nz=i/^' 

= a(i — ecosii), tang — \/ ~zr~ ^^"S""' 

Les six elements elliptiques sont a, e, «, A, ij^ et c. TraQons une sphere de 
rayon i ayant son centre en T; elle sera coupee suivant les arcs de grands 

Fig. 8. 




cercles xy et NL par le plan fixe et par le plan de I'orbite ; le rayon vecteur r et 

le rayon inene du point T au perigee le rencontreront aux points L et 11 (^g. 8), 

et Ton aura 

h=zx^, trrijNL. ^=:Nn, (^ = NL. 

Ainsi h designe la longitude du noeud ascendant, i Tinclinaison, g la distance 
du perihelie au noeud, ^ Targument de la latitude, / Tanomalie moyenne. On 
aura ainsi, en appelant U la latitude PL et V la longitude a?P, comptee sur le 
plan fixe des a?y, 

(4) tang(V — h) = tangt'cpsi, sinU=r sin (^ sin i. 

88. Pour tenir compte de R, Delaunay emploie la methode de la variation 
des constantes arbitraires. II suppose done que les quantites a, e, i, A, g, c 
deviennent variables, de telle fagon cependant que, dans le mouvement reel, 

x,y^ z, -^9 -^y -,- conservent les memes expressions que dans le mouvement 

etc ttC CIC 
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elliptique, ces dernieres etant donnees par les formules (3) etpar celles qu'on 
en deduit par la differentiation. Mais, au lieu de conserver tons les elements de- 
finis ci-dessus, il introduit les elements canoniques que nous avons consideres 
dans le Tome I, p. i65; ce sont, aux notations pres, 



(5) 


C = 




G — v>«(i — < 


e*), H = v')jia(i — e*)cost, 




c, 




<?. 


h. 


Les nouvf 


slles 


variables 


devront satisfa 


ire aux equations difTerentielles cario- 


niques 






dC d^ 

I dt "^ dc ' 


dc dR 

dt ~ dC 


(6) 






1 dd dR 

j dt- dg' 

f rfll dR 

\ dt ~ dh' 


dg dK 

dt - dG' 

dh dR 
dt~ m' 



R est maintenant une fonction de / et des six elements canoniques, qui est don- 
nee par Tenchainement des formules (2), (3), (4), et aussi des formules ana- 
logues a (3) qui font connaitre x\ y et z' . Ces dernieres sont, en accentuant 
les lettres et faisant i' = o (ce qui revient a prendre le plan de Tecliptique pour 
plan des xy), 

(3') ^■'=r'cos(p'-hA'), /=r'sin(/-f-/i'); 

V -\-h' sera la longitude du Soleil; nous representerons la longitude du perigee 
solaire par g' -\-h . Les elements de Torbite solaire sont regardes comme con- 
stants. 

89. DSveloppement de R. — Representons par j? le cosinus de Tangle SGL, 
G designant, comme a la page 182, le centre de gravite de L et de T; on aura 

xx^ -h yy' -h zz* = rr' s^ x^ -h y^ h z^ — r*, x'^ -h 7'* -1- z'^ = r'S 
et Texpression (2) de R pourra s'ecrire 

j^^^'r _^ ^ ' _ _ -}, _ ' "I 

r' I I ir /'* j ^' r* I 

1^(1 - a) y/ I - -p- (1 - CT) 5 4- pj (I -" cr)« ex y/ H- -^ (J5 -I- p^ a«J 

ou bien, en introduisant les polynomes de Legendre (t. II, p. 25oet254), 

3 I c ^ 1 3 c 35 i5 3 

* 2 2 2 2 O 4 o 
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^-- P(r^^)['-^S.^(,-.)-H... + S„^:(.-a)«-^...| 
-*- ?a [•--S.pa + ...+ (-.)''S„;^<7'«+...]; 

d'oii, en negligeant un terme en — j qui ne depend pas des elements de I'orbite 
lunaire, 

(7) R-'^^S,4-^,^'s3(i--2a)+...4-^ 

On voit que, pour tenir compte de ce que Tellipse solaire est decrite autour 
du point G comme foyer, il suffit de multiplier les divers termes du developpe- 
ment 



(8) ^^^)^~p'^- S,+ -^.,-83 + . . .+ m' y^ 

par les facteurs 






I, I -2a, ..., (i-.(7)«"'-(.-(Ty'-». 

Plana et Hansen, apres lui, avaient considere seulement le facteur i — 2a; 
e'est M. Harzer (Astron. Nachn, n"" 2941 ; 1889) qui en a donne I'expression 
generale; nous avons simplifie sa demonstration. On pent done s'occuper d'a- 
bord du developpement (8); dans la pratique, il suffira de multiplier les parties 

provenant de —74- S3 par le facteur i — 2a = i — 7- environ; ces termes sont 

d'iis parallacligues. On a vu la raison de cette denomination dans le Chapitre VII, 
page 108. 

il reste a former s; on pose 



sin^^y, 



et les formules (3) donnent 



- — cos(^-}- A) -f- 2y* sine sin /«, — — sin(t^ -f- A) — ay' sin t^ cos A; 

en ayant egard aux relations (3') et a la definition memo de s, il vient 

5= (i — y') Q.O'&{v — v' -\- h — h')-^ y'cos(^' -\- v' — h-\' k'). 

On formera aisement les puissances 5^ s^, ... en transformant les puissances 
des cosinus en cosinus des multiples des divers arcs et negligeant les puissances 
de la petite quantite y a partir d'un certain ordre. Delaunay s'est determine a 
T. - III. 24 
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conserver dans le developpement de R les petites quantites jusqu'au huitieme 
ordre inclusivement; e, y, e' sont consideres comme etant du premier ordre, 

~ et, par suite, --, du second. Comme le premier terme de la formule (8) con- 

tient -7^) on voit qu'il sera permis de negliger y". Les formules (7) et (8) don- 
neront done pour R une suite de termes de la forme 

(9) pSiy'P cos Iqv -+- q\v' 4- A') 4- v/i]. 

On a ainsi developpe R, d'abord suivant les puissances de -, et de y^ ; il faut 
developper maintenant suivant les puissances de e et e' . 
Les formules du mouvement elliptique donnent 

/• , 

- - JUo H- Aoj cos / -\~ pI,, cos 2 / -r . . . , 
a 

\y m ^ H- / -I- oJIj, sin / -4- iJbj sin 2 / -h . . . ; 

on trouvera les expressions des coefficients ^i,, et \ft)/ en fonction de e dans le 
Tome I, n** 93. On formera les developpements de 

nCOS, ,, I COS- ,, , ,,^T 

et on les portera dans les expressions (9). 

Finalement, le developpement cherche sera de la forme 

(10) R = - R ~2 ^ c^^ ['^ -+- 'V + «'/' + i'"l'~r{g'-^ AO], 

oil les quantites A et B sont des polynomes ordonnes suivant les puissances 
des quatre quantites e, e\ y, — qui contiennent tons en facteur ^^-; /, i\ i'\ 

i"*, e'^ designent des nombres entiers positifs ou negatifs. On trouvera ce deve- 
loppement dans le Tome XXVIIl des Memoires de I'Academie des Sciences, 
p. 33-54 (*); il se compose de 324 termes, y compris les deux termes ajoutes 
plus tard (p. 883). On pent donner quelques indications sur Tordre de A, a la 
seule inspection des coefficients i, i\ . . . qui figurent dans I'expression de Tar- 
gument de la formule (10). Soient, en effet, 4^ et s^ les longitudes moyennes 
de la Lune et du Soleil, cy et xs' les longitudes des perigees, Q, la longitude du 
noeud de la Lune; on aura 

h^Q, g^^-Qy l^ii-w, l'=C--^\ h'-{-g':^XS\ 



( > ) La lh6orie de Dolaunay remplil onlieremeiit les Tomes XXVUI cl XXIX. 
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et I'argument deviendra 

La sorame algebrique des coefficients de 4L» cr, Q, s^ et cy' doit etre nulle; 
done i" ^ i\ D'apres ce qu'on sait (t. I, n*^ 123, p. 3o6 ), les exposants de e, 
Y et e dans A seront egaux a 

\i'—i\, \i"—i'\^ \i"-\-i'"\, plus des nombres pairs; 

i' — i' devra etre pair; B ne contiendra que des puissances paires de e, e' et y. 
II sera encore necessaire d'avoir les expressions de la longitude V et de la 

latitude U, ainsi que de -? qui, multiplie par le rayon terrestre equatorial, 

donnera la parallaxe equatoriale de la Lune. Les forraules (4) donnent 

Y — A = f> — tang* - sin 2 1^ 4- - tang* sin 4 ^ — ... , 

U — - U^ H-. . . — sin f sin t^, U — sine sin r h 7^ sin'/ sin' i' + . . . . 

6 6 

On trouvera ainsi aisement des expressions de la forme 

i V :- Ah-^_H / -i- V „^sin(a/-h (3^), 

(11) U=: ^X'^m{a'l~\-i^'g), 

Enfin nous ecrirons le developpement (10) comme il suit 

(12) H — _^B— 2Acos(//-i-t>4-i''A-h«'"/i'^-f-9r), 

en designant par q une constante et par n! le moyen mouvement du Soleil. 

En appliquant la quatrieme des formules (6), on rencontrerait un grave 
inconvenient. Considerons, en effet, Tequation 

dc __ ^R, 

dt" dC' 

a etant une fonction de C, il en est de meme de /i; par suite, la derivee -r?^ se 

composera de deux parties. Tune (^tt) obtenue en faisant varier C dans le 

terme non periodique B et dans les coefficients A, I'autre obtenue en faisant 
varier C dans / et tenant compte de / = /i (/ -f- c). On aura done 



/ 

/ 
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On voitque le temps sortirait des signes sinus dans toute une serie de termes. 
Pour eviter cet inconvenient, on introduit / au lieu de c; on a 

dl d<^ ,. X dn dC ^R / . V dn dR 

dt dt dL dt /^C diu dc 

En remplacant ^p par sa valeur (i3) et -r- par y,- x n, il y a une reduction, 
et ii reste 



. ,. dl /c^R\ 



dl fd^\ dC dB. 

— — Tin n -r-7 • 

dt dl 



L'inconvenient en question n'existe plus; seulement les equations precedentes 
n'ont plus exactement la forme canonique. Posons 

- ^zdL-r^ "— da =3 \/u. — - T-t d Jixa , L =z v^'aa ; 

n 9. no} '^sJa v r- » 

les formules (i4) deviendront 

dV d^ dL _ dK 

dt~ ^' dl/ di~ dl' 



Suit enfin 



R ^- -^ ^ R' ; 



'>.a 
on aura 



^R^_d>R_jx^^_^R_ __^ 
dL ^ dL 2 a- dL "^ dL ~ dt' 



et il viendra finalement, en supprimant raccent de R, 



(A) 



dL _d^ dl __dn 

dt " dr dt ~ dL' 

^ _ ^R dg-__ ^^B 

dt ~~ dg' dt ~ 'd{\' 

^11 _ ^ dh _d^^ 

dt ~" dh ' dt — ^11^ 



R = ^ H- m 

2a 



f r__ ' _ ^'^'^yy' \ 



|L~v^/xa, G = v/fjLa(i — e''), H — y/^a(i — e*) cos/, 
^^) i L' , G« , . H 

I a T^ J e' m I — —- , 2 y^ r- I — ~ . 

' fx L* ' (i 

^' ziz distance clu perigee au noeud, 
h = longitude du noeud ascendant, 
= anomalie moyenne. 



^ 
\ 
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On remarquera que, dans la formule (12) les coefficients A, ainsi que la 
partie B, dependent seulement des variables L, G, H; quant aux variables con- 
juguees, /, gy h, elles figurent uniquement dans les argumenls et sous forme 
lineaire. 

Voici le developpement de R, en conservant seulement les quantites du qua- 
trieme ordre et quelques-unes du cinquieme : 

ia a'** L4 2 ' 8 8 \2 4 / 4 

— 5C*cos2/— 7ee'cos(/4- /') — 7ee'cos(/— /') -»- 5e'*cos2/' 

o :| 4 o 

'^ \1 y*"^ TT^* «'^' / C0S(2/-f-2^-f-2A — 2/'— ig'— ih') 

3 

— ^e'cos(2/-i- 2^-h ih — /'-- ig' — ih') 

2 1 
I- Q-e'cos(2/-i- 2^ 4- 2/1 — 3/' 2^'— 2//') 

o 

— ei^ — ^«'M cos(/-f- 2^-h 2A — 2/' ^g'—ih' ) 

-he ( -^ — -o-«") cos(3/-h 2g -h 2/1 — 2I' — 2g' — 2tl') 

5, 

-I- ^e'* cos (2/4- 2g -\- 2h — ^U — 2g' — 2h') 
o 

-f- |^e'cos(/-i- 2g -h 2/1 —^ I' — 2g' — 2h') 
o 

^ ee'cos(/-l- 2g -h 2h — 3/'— 2^'— 2A') 

3 

— r7ee'cos(3/-+- 2^4- 2A — V -^g'-- 2/1') 

o 

2 I 

h y-ee'cos(3/-h 2g -{-2h—'M' —2g''-2h' ) 

o 

i5 

-h -^e» cos (2^-1- 2^— 2/'— 2^' — 2/i') 

3 3 
-h ve*cos(4/4- 2^-i- 2A — 2/'— 2^'— 2^') -f -y* cos (2 /-I 2^) 

4- -y*C0S(2/'-f-2/l'-h2^'— 2^) 4-^ — C0S(/4-^4-^— /'— ^'— A') 



8 a' 



5 a 

8 



J,cos(3/4-3^4-3A-3/'-3^'-3A')l. 



90. Etude g6n6rale d'una operation 616meiitaire. — Delaunay considere 
a part Tun des termes periodiques, en posant 



(16) 



R = - A cos(i74- i'g 4- i'h 4- /'"n'/ 4- ^) — B 4- R,, 
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R, designant Tensemble des autres termes periodiques, et il inontre que, en 
negligeant d'abord R<, on pent integrer rigoureusement ies equations (a). Nous 
aurons done pour le moment 

(17 ) R :^ Ro ^ - - A COS0 - R, Q r- // -1- i'g -H i"h - V'n!t^ q, 

J'ai remarque dans ma These de Doctorat {Journal de Lioui^ille, 1868), que 
I'on pouvait effectuer cette integration par la methode de Jacobi, et qu'il en 
resultait certains avantages pour la suite de la tlieorie. Je vais done modifier 
dans ce sens Texposition de Delaunay. On sait (t. 1, Introduction, n° 6) que, 
pour integrer Ies equations (A) dans lesquelles R a la valeur (17), il suffit de 
considerer Tequation aux derivees partielles 

(.8,, __B-Acos(^,-^-j--Ht'^+.''^+.'«'.H-9J^o 

et d'en trouver une solution renfermant trois constantes arbitraires, en dehors 
de celle que Ton pent ajouter directement a S. 11 est indispensable de se rap- 
peler que A et B sont des fonctions connues de L, G et H. L'equation (18) con- 
tient / explicitement, mais sous une forme simple; on pent le faire disparaitre 
en prenant 

(19) StzzL^ : L 4- S , 

C designant une constante arbitraire et S' une fonction de L, G, H qui ne 
renferme plus / explicitement. On aura 

d« _ c|S' ^s _ (js; 

et I'equation (18) deviendra 

.C_-..«'L-B-4cos(,^-4-e'^-+e'-^jjj 

ou bien 

.^S' ,,dS' .„d^' C-R, 

(20) I-., hr ,,v + i'^^.f ::arccos — . — S 
^ ' dL diM d\l A 

en faisant 

(21) Ri:=R4-^n'L. 



d% 


fn't-^q dS' 


dL- 


( dL 
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Le second membre de Tequation (20) est maintenant une fonction connue de 
L, G, H et de la constantc C; il suffit done de trouver une solution de cette 
equation avee deux nouvelles constantes arbitraires. 

Au lieu des variables G et H, introduisons-en deux nouvelles, (G) et (H), 
definies par les relations 

(22) G::i: yL-^(G), H^yL4-(H), 

et designons par (;.t-) la derivee de S' par rapport a L, apres qu'on aura fait 
la substitution (22); nous aurons 

[dLI " OL '^ i dG '^ i dM' 
^^^ dG " d\Gy dH ""5(H)' 



et I'equation (20) deviendra 



Hji-)= 



arc cos — 7 — ^• 
A 



Le second membre est maintenant une fonction connue dc C et des variables 
L, (G) et (H); le premier membre ne contient que la derivee (-yi) On aura 
done S' en ajoutant a Tintegrale 



/ arc cos 



C- jr. dL 

A i' 



une fonction arbitraire de (G) et (H); nous prendrons pour cette function 
(^)(G) -h (A) (H), (g) et (A) designant deux constantes arbitraires. Nous 
aurons done 

(24) S' :-yarc cos ^^^^^ + (^)(G) -+-(/!) (II). 

Faisons 

(25) K==j"arccos^^ 3. ^L_.K[^ 

et nous aurons, en nous reportant aux formules (19), (22), (24) el (25), 
js = a-'"^^L + K(L.G-i'L,H-^L,c) 

(26) ! ' , ./ ' 



Digitized by 



Google 



1 92 CBAPITRE XI. 

C'est Tinteffrale complete que I'on cherchait pour Tequation (i8); elle eontient 
les irois constantes arbitraires C, {g) et (A). D'apres le theoreme de Jacobi, les 
integrates des equations (a) seront donnees par les formules 

(^S _ . ^S _ ^ _ t 

On a d'ailleurs, en ayant egard aux relations (22 ), 

ainsi (G) et (H) sont des constantes. On a ensuite 

^ _ ^K 

d^ dK 





dS .. dK . 

da^^''>'d(H-)- ^' 


ds 

dL~ 


i'n't-^q dK i' dK i' dK 

i ' dL i dlG) i diU) 



l' I 



d'oii 






Voici done I'ensemble des formules auxquelles nous sommes conduit : il 
s'agissait d'integrer les equations 



(1) 



( II ) Ro = — B — A COS0, e— il -^ i' g -h l' h -\- r nt-\-q. 
On aura 

(III) Bi=::B+ Y'^'^, 

(IV) G,-f;L-^(G), H:-CL-i-(H), 



rfL 


dR, 


dl dRo 


dl 


--dT' 


dt ~ dL 


dC. 
dt 




dg dR, 
dt ~ dG 


da 


<?R« 


dh dR„ 


dt 


-Th' 


dt ~ dVL 
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et 

(V) 

(VI) 
(VII) 
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K = Tare cos — ^— ^ - K [L, (G), (H), C], 



193 



(l-hc)^- 



dK 



ff = {ff) + 



dK 



h^{h) + 



d{¥L)' 



il + i' g 4- i'h + i" n' t ->r q — i'^ — arc cos ' ' 






La premiere des formules (VI) donncra L en fonction de / et des quatre con- 
stantes C, (G), (H) et c; les relations (IV) feront connaifre G et H a Taide des 
memes quantites. La deuxieme et la troisieme des equations (VI) (burniront les 
expressions de g^ih en fonction des quantites precedentes etdes constan(es(^) 
et (/i); enfin (VII) donnera /. On aura done finalement les six inconnues L, G, 
H, /, g, h, en fonction de / et des six constantes arbitraires C, (G), (H), c, {g) 
et (A). Si Ton se reporte a Texpression (26) de S, aux formules (27) et (28), 
ainsi qu'a la theorie generale de Jacobi, on verra que les constantes canoniques 
associees deux a deux sont 



(29) 



i(3,=-c, {32-=(r.), (33:. (H). 



Remarque. — L'equation (Vll)donne 
(VIII) Acos9 4-Bi~G, Acos^H-B i- C//'L = C; 

c'est une integrale des equations (I). 

91 . &tude de la solution pr6c6dente. - Les formules (V) et (VI) donnent 

(3o) ^-c=-. ; A 

(3i) 



dL 



VA^— (C- Bi)' 
, , rv (^B, C -B, dk 1 . 



On saitquea varie entre certaines limites; il en est done de meme de L — v/[jl«, 
qui doit osciller entre deux limites ^ et 41" qui seront nccessairement racines de 
Tequation 



(32) 



A^-(C -B,)'i=o. 



Pour L = 4^', on pent prendre ^ + c* -o; L augmente a partir de 4^' jusqu'a i^. 
T. - III. 25 
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Nous designerons par -^ la valeur correspondante de t -h c; done 

'>■■' dL 



(33) W=-ll -^ 



L doit maintenant decroitre pour que le radical reste reel, et ce radical, qui 
vient de s'annuler, doit changer de signe pour que dt reste posilif. Lorsque L 
decroit de 4^" a ^', Telement differentiel reprend les memes valeurs et < 4- c 

augmente encore de ^> de maniere que t -\- c augmente de y- quand L repasse 

par 4^'. On voit ainsi qu'a une meme valeur de L correspondent une infinite de 
valeurs de / 4- c, comprises dans la serie 

IT. , l\r. 

Done L est une fonction periodique de Oo(/-Hc) a periode 2-. On voit aussi 
que, dans le cours d'une periode, L repasse deux fois par la meme valeur et que 
les valeurs correspondantes de ^^{t-^ c) sont de la forme 211 d= a; done L doit 
rester le meme quand on change le signe de Oo(/4-c). On en conclut que la 
valeur de L pent etre developpee en une serie convergente de la forme 

(34) L=:Lo-hLiCOS0o(^ + c) -4- L, cos 2^0(^4- c) -h.. . ; 

Go, Lo, L,, Lo, ... seronf des fonctions des constantes C, (G) et (H). En substi- 
tuantcette valeur de L dans les formules (IV), on aura pour G et H des deve- 
loppements de meme forme, avec des relations simples entre les coefficients 
Gp, Hp et hp. La substitution de la meme valeur de L dans la formule (3i), ou 
rintegrale pent etre supposee avoir pour limite inferieure 4^, donnera pour I'ele- 
ment differentiel une expression de la forme (34); on aura, en integrant, 

g -- ig) -^ g^{t ~\- c) ^ g,^mO^{l -{- c) -^ -,sin2Qo(^4-c)-h...; 

h aura un developpement analogue. Les formules (Vlli) et (3o) donnent d'ail- 
leurs 

^^ "■ y/A*t:tC- BTT WL "^ A dL)dt~^\dL' A dLJ' 

en rempla?ant L parson developpement (34) et integrant, on trouvera pour 6 
une expression de la forme 



9-9;+ 9;(^ -4- c) -h 0, sin0o(^ -^c)^Q^ sin20o(^ 4- c) 4- . . . 

5; 



Mais on a vu que, pour / 4- f = o ou ~> Tequation (32) est verifiee, et elle en- 
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traine sinO = o. On peut prendre o et i: pour les valeurs eorrespondantes de 0, 
et il en resulte 

6 — 6o(t -h c) -h Si s'mOo(t -f-c) -f-9,sin2 0o(^-Hc) H- 

Enfin la formule 

it ^ i' g -\- i" It -H r n't-^q --6 

donnera /. Voici done, en somme, la forme des developpements en series de 
la solution obtonue : 

. L ~ Lo -^ L, cos0o(^ i- c) -h L, cos20o(^ 4- c) -i- 

(IX) . G — Go i-G,cos0o(^ -hc) -f- Gicos2&o(^^- c) -t- 

f H = Ho-4- H,cos^o(^-+-^) + H,cossj0o(^ + ^ )'-+-••• ' 

e — 0o(/-hc)-f-0, sin9o(f -hc) -h 0, sin2 0o(^-Hc)H-. . . , 

g ^Ag) -^ S^o(i -^ c) -h gi s'mO^it -i- c) -h giSin2%(t -{- c) -^ . . . , 

(X) '^ h —(/{)-{- hQ(t-\- c) -h hi sin^o(^ -f-c) -h hfS\n'2 9o(e'\- c) -h. . . , 

/'^ 
/ — (/) -i- /o(^ -Hc) — ~ n't '-h /, s\n6o(t t- c) -h /jsin2^o(^ —c) -h 

Op, ^p, Ap, Ip, Lp, Gp, Hp sont des fonctions des constantes C, (G) et (H); (/) 
depend de {g) et de (A). On a, en somme, les relations suivantes : 

^ Go==yLo+(G), Hor=yLo-f(H), 
(XI) 

' (/) = - t7^-)-+-^"^(A)+ 7 

92. Variation des arbitraires. — Nous aurions dii integrer les equa- 
tions (A) en y prenant R = Ro4- R, ; au lieu de le faire, nous avons pris sim- 
plement R = R© et nous avons obtenu, dans ce cas, les expressions (IX) et (X) 
des inconnues L, G, H, /, gy h en fonction de / et des six constantes arbitraires 
C, (G), (H), c, {g), (A). Pour tenir compte de R,, nous conserverons les 
memes expressions analytiques, mais en regardant les constantes comme va- 
riables. Nous pourrons former immediatement les equations differentielles 
dont dependent ces nouvelles variables, parce que nous avons suivi la methode 
de Hamilton-Jacobi. Nous pouvons appliquer les formules (8) de la page 1G2 du 
Tome I, en remarquant que ce qui avait ete designe alors par R doit etre rem- 
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place maintenant par R,. Si nous tenons compte des relations (29), nous trou- 

verons immediatement 



(?) 



dC 

dt " 


do' 


dc <)R, 

dt ~ dC ' 


d(G) 


dR, 


dig) dR, 


dt ~ 


d{g)' 


dt ~ d(G) 


rf(II) 
dt ' 


(>R, 


d(/i) dRt 
dt " d{U) 



R, doit maintenant etre considere conimc une fonction de t, C, (G), (H), c, 
(^), (h) que Ton obtiendra en substituant los expressions (IX) et (X) dans la 
valeur primitive de R,, qui dependait de /, L, G, H, /, g, h, 

R, =:: — Va, cos(/, /-+- i[g-^ iyh H- il'n't-{- q^) - -^A, cos^,. 

On reduira d'abord /, g, h dans Targument &<, L, G, H dans le coefficient A,, 
a leurs valeurs non periodiques, 

{l)-^- Ui,t^c)— J n't, {g)-{-or^(t-hc), (A)-i-//o(^-h f), Lo, Go, Ho, 

ce qui donnera le terme 

A',«*cos^',«^ 

On appliquera ensuite la formule de Taylor en attribuant a Lo, G©, Ho, ^^^^ 
leurs accroissements 

Li cosOoit -he) + L2cos20o(/ -hc) 4-. . . , 



(/, /i H- i[gx -+-*;'//,) sin^oC^H- ^') H- ('"i ^-+- ^[gi -h £;7ij)sin2 9o(^-^ c) -1- 

On verra aisement que, tout compte fait, le developpement sera de la forme 

IR| — — V AjC0S3r, 
avec 
/ i'" \ 

A2 est une fonction des variables C, (G) et (H); c, (g), (h) entrent sous forme 
lineaire dans S.^, et le coefficient de t -he, qui figure dans cet argument, est 
une fonction de C, (G) et (H); J designe un nombre entier. 

Ccia pose, si Ton appliquail immediatement les equations (p) avec la va- 
leur (3^)) de R,, on ferait sortir le temps des signes sinus, en formant les deri- 

vees -— , J ^wA' xiiV ^1 apres co que I on a dit du coefficient de / -he dans r^. 

C'est la un grave inconvenient qu'il faut eviter a tout prix. 
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93. Proposition auxiliaire. — On y arrive en demontrant un lemme im- 
portant relatif a la solution representee par les formules (IX) et(X). Nous 
revenons en arriere, pour un moment, et nous considerons C, (G), (H), c, 
(g) et (h) comme des constantes. L'integrale 



(36) 



K-. J Arccos— ^— '^.:^ |. fodh 



est une fonction de L, C, (G) et (H). Si nous rempla^ons L par sa valeur (IX), 
K deviendra une fonction de t -\- c, C, (G) et (H); seulement, comme les coeffi- 
cients Lp contiennent les quantites C, (G) et (H), les derivees partielles de K 
par rapport a C, (G) et (H) ne seront pas les memos avant et apres la substitu- 
tion. Soient 

leurs nouvelles valeurs. Nous aurons, par exemple, 

m 



dK dK dL 

Oil '^ di. dC 



,, , . .dK 

u ou, en remplaQant -rp par -> 



dK _ rdK] _6 dL 
dC ^ IdC] i dC' 

JK_ _ [ JK^l e JL_ 
d(G) "U(G)J ~'~i d(G)' 

dK V dK 1 e dL 



d{H)-[d{H)] i dm' 

ou encore, en vertu des relations (VI), 

, - .. , e dL 



m 

(37) 'r^-^'^'^-^idk] 



i d(ii)~°' 

• s r <^K 1 Q dL 



Nous allons remplacer dans ces equations K et L par leurs developpements 
en series et chercher les coefficients de / -h c dans les premiers membres; nous 
pourrons les egalor a zero, comme nous lo montrerons plus loin. La premiere 
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des formules (IX) nous donne d'abord 
dL 



dt 



0o[LiSin0o(^ + ^) -*- 2L, sin2 0o(^ -^c) -^-- • •]• 



Multiplions par le developpement (X) de et mettons en evidence le lerme 
constant du produit; nous trouverons 

-h des lermes en {i -h c)sin/;9o(/ 4- c) 
4- des lermes en cos/>9o(^ -h c). 

D'oii, en integrant et tenant compte de la relation (36), 

( K=i- |^(Lt9,H-2L,0,-f-3L3 03-H...)(^-^c) 

^ ' I 4- des lermes en (/ -hc) cos/;6'o(/ -f^ c) 

\ -t- des lermes en sinp9o(l {-c); 

il n'y a pas de constante a ajouter, car K s'annule avec / 4- c. On a d*ailleurs, 
en partant de (IX), 






4- ^C0s9o(^-^^) -H -3^7^0082^0(^4- C) -h. 



(89) /' — Li(/4-e)-rT^sin9o(^-+-c) --2L,(^4- c)—- sin20o(/ 4- c)— .. ., 

Joi) ~ ~di^) "^ • • • * ^TET) ""' ^( H") "^ • • • • 

Si Ton substitue dans (87) les valeurs de ^p- h ^tjtt > ^^uT > conclues 

de (38), les expressions (X) de G, g^etA, et enfin les valeurs (39), et qu'on 
egale a zero les coefficients de / h- r, on trouvera, en supprimant deux termes 

en -T7?> ou 'STih' ^u atu^' Q^i se detruisent, 

-^.- 7 ^ ['^0+ i ^^' 9.-t- 2L,9. t- 3L, 9, -h. . .)] > 

--/',-Y j^[L.H-i (L, 9,+ 2L. 5,+ 3L, ©, + ...)] 
ou encore 
,r ^ L - ^ _ -?? - J^'i- _ i- - _^ 



Digitized by 



Google 



THEORIE DE LA LUNE DE DELAUNAY. 1 99 

en posant 

Ce sont les relations que nous voulions obtenir et qui vont nous etre tres 
utiles. 

Remarque, — Nous nous sommes appuye sur le principe suivant : 

Si Tequation 

A>Q X -h X\X cos J' -i-cAs,, j;cos2J?-i- . . . 

doit avoir lieu quel que soit x, on doit avoir ^^ = o. On le demontre en mul- 
tipliant par dx et integrant entre o et 211, car il vient alors 

X dx ZJZ. O, c-^oq ^^ o. 

» o 

On demontrerait aussi aisement que Ton doit avoir 

-JId, —if^Xo^--^... '^-: O, 111), r^ 1)1), ^r: . . . im O ; 

mais ces relations ne nous seront pas utiles. 

94. Introduction de nouvelles arbitraires. — Au lieu de C, (G), (H), 
nous introduirons les arbitraires I/, G' et H' definies par les formules 



(42) 



\_ 4l', ((o^g'-^l', (H)-=h - Cl', 



que Ton pent ecrire coinme il suit, en ayant egard a la formule (4i) et aux 
relations (XI), 

L' =:= Lo-^ -(L, ^,-f- 2L, 6,-+-3L, 63-f-. . .). 

\ 

(43) ' G' = (l,+ -(G, 9,-4- 2Gje,+ 00,9, + ...), 

1 

Ces equations determineront les quantites C, (G) et (H) en fonction de L', G', H'. 
Les formules (4o) donnent 

./.\-^lrfC-^rf(G)-|rf(H), 
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d'ou, en rernplacant d\, d(G) et d(H) par leurs valeurs tirees de < 42 n 

dC=ji%- i'go - r/i,) dL - ^0 ^G' ^ /i, dB , 
ou encore 

ce qui montre que, lorsqu'on considere C comme une fonction de L', G' et H', 
on a 

,, Oil _ . Oil _^ OC _ . 

Nous introduirons en second lieu, a la place de c, (g)ei(h), trois variables 
X, X, Y) representant les parties non periodiques des expressions (X) de /, g. 
A, savoir 

^ *''^ p. -.- - ? _ i! (^) _ f-'(/o a- /,u 4- c) - J n't. 

Cette introduction de A, x, r^ est hien naturelle, d'apres Texpression (35) de 
I'argument "i^. II s'agit maintenant de former les equations differentielles que 
doivent verifier les nouvelles variables L\ G', H', X, x, r^. 

On tire d'abord de (45) 



(?R, 


<?R, 


i' <JR, (?R, <n\, 


r dR, 


0{g) 


~ <^/ 


i dX ' <)(A) ~ dn 


£ dX ' 




dWx 

dc 


, d\\^ dR, , <?R, 





On a ensuite, en tenant compte de ces resultats, des equations {^) et de (42 ) 
et (44), 

^R, ^(G) _ diV i' dL' _ ()R, /' c?R, 



rf(^) dt - dt 


i dt dx 


i dl ' 


<)R, rf(II) rfH' 
a(A) ' </f ~ dt 


i" dL' <?R, 
i dt ~ dfi 


i 01 ' 



OR, dC , dU dC , dlV , OR, OR, . <^R, 

-OF ^ d-t -'»-5?+^«i?F+''''w=''-djr^^'-^ + ^'d^' 



d'oii 



dC _Ol\t i'ldV ORC 
"dt Ox 



i'ldV dR,\_ 
i\dt 01 )~ *'' 

i^/dV_OR,\_ 
i\dt 01 )~ ' 

/dC ORt\ , /dtt' 0R,\ , fdU 0R,\ 
^^ \'dt - Oi) -*- '" KW-'d^)-^ '» [-dt - 01 ) = "' 



d\l' ORt i" [dV ORC 
dt' 0-n 
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ce qui donne 

La premiere des formules (45) donne ensuite 

-^0- ^(Q) *' (^C "^^ "^^ V^L' ^^ ^"()G' rf^ ^ dW dt ) 

ou, en tenant compte de (4^)» 

Lorsque R, sera exprime a I'aide dc L', G', H', X, x, yj, comme on le montrera 
bientot, 

R, r^— 2]A,C0S3r,, 

L\ G', H' ne figureront explicitement que dans les coefficients A^; la derivee 
-TF^i par exemple, sera prise en faisant varier G' dans les Aa. Mais on pent 
avoir une autre expression de cette derivee en remarquant que 

()R, dC ()R, <)(G) 
"dC ~d(V ^' c?(G) d{\' 

representerait la derivee de R, prise par rapport a G', en faisant varier G' a la 
fois dans les coefficients Aa et dans les quantites /©, g^, h^ qui, d'apres les 
relations (45), figurent dans les arguments &.. II faut done retrancher de Tex- 
pression precedente 

dl diV '^~ (^x OCm' "^ dn dii'' 
ce qui donne, en remarquant que, d'apres (4^ )» L^r = i ^t que ^, = go^ 

dG'^^^'dC ^ d(G) ^ ^ ^\dl OiV'^ dy. diV ' dn dG' J' 

Si Ton ajoute cette valeur de ^ a Texpression (47) de -^j on trouve, apres 
T. - III. 26 
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reduction, 

dt ^ d^ -^'^ ^^^""^ WdL' dG'J dl ^ \dn' dG'J d-n J 
Le coefficient de i -he est nul, d'apres (44)» et il reste 

(48) { el de m6me 

dn __ . (JRt 
dt- '' di\'' 

Le calcui est ie meme aussi pour ^i '1 y 21 toutefois une legere difference 
dans le resultat final. On trouve 

^^ "-^^ t '^ "^ i d{G) "^ i ()(H) ' (^C 









(?L' ~ '^ ()C / d(G) e (^(H) 

^^"^^ V"^ dL' '^'^ dV^ dn dUj' 
en ajoutant, il vient 

,, , dk , i" , dR, 

(^9) di = ^^^7''^dU' 

Les formules (46), (48) et (49) resolvent la question; toutefois, pour rame- 
ner la forme canonique, il reste un dernier petit changement a faire en posant 



(5o) 




R,- 


-C + 


I 


= R' 


• 


On trouve, en i 


ntroduisant R' 


au 


lieu de K|, 








dt - 


= /. 


dC 

dL' 


dL' 


= — 


d^' 
dL' 


On a d'ailleuis 








<?R, 
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/ dU 
dt 




rfX dR' 

dt - dV' 


dG' 
dt 




rfx dR' 

dt ~ dC' 


dW 

dt 


dR' 


d-n dR' 
dt " dH'' 



2o3 
il vient ainsi 



(5i) 



Pour nous rendre compte de la forme de Texpression de R' en fonction de / 
et des nouvelles variables L', G', H', X, x, y], nous remarquerons que, Go(/ H- c) 
etant la partie non periodique de = t/n- V g -\- i"h m- {"'nit h- y, on a 

(52) ^o(^ + c) — i^ + «''x -i- i'-n -h f"'/i'/ H- ^. 

On pourra remplacer ^^{t 4- c) par cette valeur dans les formules (IX) et (X), 
et aussi dans les formules (35), qui donneront 

&, = (I, zh ij) l 4- (i\ ± i'j) X 4- {il ± Cj) Y) H- (17 db tV) /l'^ -t- ^, ± ^y 

ou bien 

On voit bien maintenant que, en formant dans les equations (5i) les deri- 
vees -^r' -3-' -^—^ Ic temps ne sortira plus des signes sinus et cosinus, car la 
difference R'— R, qui, d'apres la formule (5o), est egale a 

se reduit a une fonction de L', G' et H'. 

II est important de remarquer que, dans la solution du probleme restreint, 
les differences L — L', . .. , A — yj s'annulent quand on suppose egal a zero le 
coefficient A du terme periodique AcosO considere. En effet, les formules (I) 
et (II) donnent alors 

dL_ dl_dB 

dt "^' dt ~ dL' 

on en conclut que L, G, H, ^> ^y -^ sont constants. Done les quantites /, g, 

h sont eg^les a leurs parties non periodiques, c'est-a-dire a X, x, r\. D'autre 
part, les formules (IX) donnent 

Lt =^ LiQv ^i "~ *-*! ■"■ • • • ■-"■ ^y 
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apres quoi les relations (43) montrent qu'il en resulte 

95. Autre demonstration. — On pent arriver aux formules de Delaunay 
par una autre voie, comme Ta montre M. Radau {Bulletin astronomiqiie, t. IX, 
p. 33G); nous nous contenterons d'indiquer ici, en quelques mots, Ic principe 
de cette demonstration. 

Pour passer d'un systeme d'elements canoniques a,, h^ a un autre a,, ^/^ il 
suffit, d'apres Jacobi, de prendre pour les a/ des fonctions des a^ et de faire 

^ oaf ooci 

Un cas particulier est celui des relations lineaires qui satisfont a la condition 
a^ A< -f aa^jj -f . .. = a, p, H- a^j p2-+- • • 'f P^^i* exemple 



\ 



a\—P\ 0f.x-\-PiCit-^Pz^^^ ?^\—-P\ ^n 



(T) a, -a,, Pj — ^,6i>+^,, 

oil /?,, /?2, /?3 sont des coefficients numeriques. Mais Ton pent aussi prendre 
pour ces coefficients des fonctions des a,, en metlant a la place de la premiere 
relation (T) la suivante 

( II* ) da^z=ipy doL^ -h p\ doLi -+- p^ doL-^ . 

Enfaisant/?2=/?3 = o, on voitqu'il sera permisderemplacera^, h^ par a, =/(«,) 
et Pi — 6, j-^- C'est ainsi que nous avons remplace C et / 4- c par L =/(C) et 

l~{t-\- c)-7T-' Notons enfin qu'on pent mettre hi-^pt-\- </ a la place de 6/, en 

rempla^ant R par R --/?«/; c'est ainsi que, plushaut, t -^ c etR — Cont remplace 
c et R. On arrive done, en premier lieu, au systeme canonique L, G, H, /, g, h. 
Ne prenons, dans R, que les termes qui dependent de L, G, H et de Targu- 
ment ^ =^il-\- i' g -\- i"h-h pt-\- q. Les formules (T) montrent qu'on pent 
remplacer Telement / par 6 en gardant g, h et en remplagant L, G, H par les 
nouveaux elements 0, (G), (H) determines comme il suit : 

L 1- /e, G -. i'Q H- (G ), H r^- re -h (H), 

pourvu qu'on remplace aussi R par R — /;©. Comme la fonction R ne renferme 
plus g^ A, les elements (G), (H) sont des constantes : il ne reste que deux va- 
riables 0, liees par Tintegrale R = const, ou R H- C = o. Les equations cano- 
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niques sont des lors integrables par des quadratures qui introduisent les nou- 
velles constantes c, (^), (h). 

L'equation R 4- C = o etant differentiee par rapport aux constantes (sous le 
signe 8) et les derivees de R remplacees par leurs valeurs, il vient 

(III*) dtsc-r^-de$9-hdede-\-dgS(G) -^ dhd(U). 

Si nous supposons exprime en fonction de la variable independante et des 
constantes C, (G), (H), nous aurons S0 = o, et, en posant 



K^- Cede (lim. inf. = o), 



on obtient immediatement les relations (VI) de la page 198, qui permettent 
d'exprimer t, g, h par les derivees partielles de K. 

En supposant G et ©exprimes par les six constantes C, (G), (H), c, {g), (A), 
I'equation (IIT) devient une identite. Or nous avons vu que les integrales (VI) 
conduisent a des developpements qui dependent d'un argument t =: 0© (t -h c) 
et dont les coefficients sont, comme 0^, des fonctions de L, (G), (H) ; ces deve- 
loppements ont la forme 

^ = T-f- 9| sinr-h ^jSinarH-. . . , t r= Q^(^t-\- c). 



dO 

0rr 00 -h 0. COST H- -r- = Aq H- A, COST + . . . , 

oil A^, = ©0-+- -{^\ ©I ■+- 202©2-f- .. .). En wi" considerant que les termes non 
periodiques, on trouve qu'on aura 

et (Iir) devient 



i'»- §«=■'.»'*•• 



5C=:0o5Ao-+-^o^(G) -f- Ao5(H). 

Cotte relation, rapprochee de (H*), montre que, lorsqu'il s'agit de proceder a 
la variation des constantes, on pent remplacer C par A^, en gardant (G), ( H; et 
remplagant t m- c, (g), (h) par les elements 

Enfin les formules (V ) montrent qu'on peut egalement adopter le systeme L', 
G', H', X, X, Y), qui se deduit du precedent comme il suit : 

V ~ / Ao T = i\ -h i'^ -4- Cri 4-/>^ -h r/, 

G'=irAo-+-(G), xi=x, 
H'==z'Ao-+-(H), nr=Yi, 
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en ajoutant a R, le terme -hpAo- " ^st facile de voir que ces formules coincident 
avec les formules tinales de Delaunay. 

96. R6sum6 des formules. — Le moment est venu de saisir dans une vue 
d*ensemble tons les calculs precedents. 
On avait a integrer les equations 



(A) 



rfL 
dl 


dR 


dl 

dt '' 


OR 


dG 
dt 


OR 

-oy 


dt ~ 


dR 
-dG' 


da 

dt 


dR 

- Th' 


dh 
dt 


dR 

dn' 



oil I'on avait 



(B) 



/ 



R - Ro ^ R,, Ro - B - A cos 9, R, r-n — ^ A, cos3ri , 

e —i l-^V g^i' h-^-i" n' t-\-q, 

&, — /, I \- i\ g -\- i\h t iln' t -f- ^,. 



On a integre rigoureusement les equations (A^) obtenues en remplagant 
dans (A) R par R©; dans la pratique, on pourra suivre, au lieu de la methode 
indiquee, tel precede que Ton voudra, pourvu que Ton introduise six con- 
stantes arbitraires. On developpera les expressions de /, g. A, qui se compose- 
ront chacune d'une partie non periodique et d'une serie de sinus. On designera 
les parties non periodiques par X, x, y], et Ton aura, quelle que soit la voie 
suivie (*), 



(C) 



/ L =:Lo H- L, cos(/>. -h V% 4- V'ri -^ i^ n! t -h^) -+-L, C0S2(iX-h 
G = Go4- GiC0S(iX -+-/'x-} V'r\ 4- i^ n' t -^ q) -hG, C0S2(iX h- 
H= Ho-H H,cos(/X -+- /'x -h i"f\ -h i" n' t -+- ^) -h Hj cos2(iX -h 

/ ^ X -h /j sin(/X-f- /'x 4- Ty) 4- i"' n' t-^ q) 4- /j sin2(tX4-. . 
^r--z X 4-^1 sin (A 4- t'x4-/''Y} 4- i'^/i'/ -h^) 4-^,sin2(«X4-. . 
h:zzn 4-//iSin(/X4- i'%-\- fri 4- i"' n' t-\-q) 4- /i, sin2(iX 4-. . 

^ = iX 4- /'x 4- Cfl 4- i" n' t 4- q 

4- ^1 sin(«X 4 /'x 4- i^ri 4- i" n't-\- q) 4- 6^ sin2(«X 4-. . 



...)4-..., 

...)4-...; 
.) + ..., 



(») Les expressions suivanles de L, G, H, /, g, h s'obtiennent en remplagant, dans (IX) et(X), 
6o(/ - c) par sa valeur (52). 
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Ou posera les equations 

/ -"Lo f- ^(L, 0, + 2Lj9,H-...), 

(D) . G' = Go4-^^(G,0, -^ciG,^,-i-...)^ 

qui determinent en fonction de L\ G' et H' les constantes C, ( G), (H) ou leurs 
equivalentes, de telle sorte que les formules ( C) et (D) donneront finalement 
les expressions de L, G, H, I, geih en fonction du temps et des six quantites 
L', G', H\X, X, y). 

On aura une verification importante de I'ensemble des calculs par Tequa- 
tion 

(E) Bh- ^ /I'L I- AcoseniiC, 

dont le premier membre devra se reduire, apres les substitutions (C), a une 
simple fonction de L\ G' et H'. 

Cela pose, pour integrer les equations (A), il n'y aura qu'a conserver les 
expressions precedentes de L, G, H, /, gf h en fonction de / et des six quantites 
L', G', H\ A, X, Y], pourvu qu*on determine les nouvelles variables par les 
equations 



d\J <)R' 




d}. dl\' 


Tt -ll' 




dt" ' dV ' 


dG' dW 




rfx <)R' 


dt ~ dx' 




dt ~' dG'' 


dB' dR' 




d-n dR' 


dt " dn ' 





dt- dtt'' 


R'^R,- 


-C 


+ --.-«' L'. 



(F) 

oil Ton a 

(K) 

On voit qu'on est ramene a un systeme (F) d'equations differentielles tout 
pareil au systeme (A), la fonction R' ne contenant plus maintenant le terme 
periodique — AcosO que Ton voulait eliminer. La partie non periodique est 

modifiee par la quantite r /I'L — C. On devra operer, dans R,, la substitu- 
tion (C), ce qui donnera pour R' une expression de la forme 

j R'.---B,-2a,cos^„ 
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Enfin Delaunay opere des a present la substitution (C) dans les expres- 
sions (ii) de la longitude V, de la latitude U et de -• On est done ainsi ra- 

mene a isoler Tun des termes periodiques — AaCosSr^ de R' et a reprendre un 
engrenage de calculs semblable au precedent. On aura bien remarque que les 
quantites C, (G), (H), c, (g), (h) n'ont servi que d'intermediaire et qu'elles 
ont finalement disparu. On observera egalement que la formule (K), rappro- 
chee de Texpression (E) de C, donne 



ou bien 

(K') 



R'^R 



R'n=K-H *.-/i\L'L) 



I I I 



On a ainsi simplement I'expression de la nouvelle fonction perturbatrice en 
fonction de Tancienne, ce qui complete Telimination de la quantite C. 

II est inutile d'introduire des notations nouvelles pour L', G', H', X, x, yj; on 
pent dire qu'on remplacera dans les coordonnees de la Lune et dans le deve- 
loppement de la fonction perturbatrice L, G, H, /, g^ h respectivement par 

Lot- Li cos(e7-f- V g -^-i" h -h i'" n' t ~\- q) -h L2COS2(// + 
i Go-hGiCOs(f7-i- V g ~\- i"h -^ i'"n't^q) -hG2COS2(// + 
Ho4-HiCOs(//-4- i' g -r- i" li -{-i"' n' t-\- q) -h Hj cos 2(^7-1- 

l ~\- Ix sin(f7-i-/'^4- i'^h-^ U" n' t-r q) -h /j sin2(i7-4-. . 
g^ g^^m{il-\- i'g-^ i" h -f i"' n' t -\- q) \- g^s\ni{il -^ , . 
h-^ hx%m{il-\- V g -t^ i"h -\- i'^ n! t -^ q) +- AjSina (//-t-. 

Les quantites C, (G), (H), ou celles qu'on leur a substituees, sont liees aux 
nouvelles quantites L, G, H par les relations 



(C) 



L ^LoH- -(L, 0, H-2L,0,-f-...)i 



(!>') 



(;:--Go-+- -(Gj0,-+-2G,0,-+-.,.)^ 



Hrr:Ho^ i(H,0, 4-2H,^,H-...). 



Enfin la nouvelle fonction perturbatrice s'obtient en ajoutant a Tancienne la 
quantite 



I I I 

-r /I'iL - Lo) -H - -r /l'(Li 0,-t- 2L,9j-h. . .) 
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ou plutot 



(K^) 



4- - ^n'(L,0,-f-2L,9,-h...). 



Les nouvelles variables devront verifier encore les equations (A), dans les- 
quelles la fonction R a le sens qui vient d'etre indique. 

97. Cas d'exception. — Les formules precedentes sont en defautquand on 
a /== o, car cette quantite a ete souvent introduite en diviseur. Mais, si i etant 
nul, i' ne Test pas, on pourra faire jouer a G le meme role qu'a L. On verra 
aisement que les formules (C) et (D') subsisteront, a la condition de prendre 
L^ = o pour /? > o et de remplacer (K") par 



— -zj n'Gi cos(r^ -h i"/i -h i*^ n't -h q) — .,- /I'Gj cos2(z'^' -+-...)--... 

Si les deux nombres i et i' sont nuls, c'est H qui jouerale role de L; on fera 
Lp=Gp= o, pour/?>o, dans les formules (C) et (D'), et Texpression (K') 
sera remplacee par 

i'" i"' 

— ^/I'H, CO^il'h ^- i'" n' t-\-q) — 7^ /I'Fl, C0S2(«"A -h i"' n' l -\- q) — . . . 

Le seul cas qui exige un traitement special est celui oil Ton a a la fois 
i= i'=:i''=o. Si Ton se reporte a la I'ormule (lo), en tenant compte de 
f"^=/"=o, on verra que les arguments de R qui repondent au cas acluel 
sont de la forme «"7'. On considerera alors tout I'ensemble des termes en cos/', 
COS2/', cos3/', . . . , et Ton integrera les equations (A) en prenant 

R :rz Ro ~ — A cos /' — A' COS 2 /' — A" COS 3 /' . . . ; 

on ne prend pas cette fois de partie non periodique dans Ro. D'apres le iheo- 
reme de Jacobi, on aura a considerer Tequation 

-z — A cos / — A' cos 2 /' — ... — o, 

oil les variables independantes sont /, L, G, H; les trois dernieres figurent 
T. - IIL 27 
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seules dans les coefficients A, A', ... et la premiere dans I' =^ n{t -\- c'). II 
faudra trouver une solution avec trois constantes arbitraires. On pent regarder S 
comme une fonction de / , L, G et H, et Tequation aux derivees partielles de- 
vient 



-r-r, ;COsr rcosar — . . . o. 

dl n' ir 



Elle est veritiee par 



oil (/), {g) et {h) designent trois constantes arbitraires. Soient (L), (G) et (H) 
trois nouvelles constantes arbitraires. D'apres le theoreme de Jacobi, les inle- 
grales generales des equations difTerenlielles considerees seront 

-(H) 







^g- 






OS 

d(ff) 


= (<•). 


di'h) 



ou bien 



f , , ,. I dA . „ I dk' 



I n' dL in' dL 

\ , X I d!i . ,, I dK' . „ 

(53) / n' Oil in' dii 



I d\ . „ I dk' . 
n' ^H in' dn 

L=(L), G^-(G), H:rz(H). 



] , ,,, I ^A . ,, I d\' . „ 



On voit done que L, G et H sont des constantes. On fera maintenant 

et, pour integrer les. equations (A) avec cette valeur de R,, on conservera les 
expressions analytiques (53) de L, G, H, /, g, A, en regardant comme variables 
les quanlites (L), (G), (H), (/), (g)et(A). On sait d'avance que Ton aura, 
pour determiner ces nouvelles variables, les equations canoniques 

dl ~d(/)' dl ~ d(s)' dl ~~d(h)' 

d(l) _ (^R, d(^) _ dR, d{h) _ dn^ 

dt ~ a(L)' dl ~~ 5(G)' dl ~ d{U)' 

II est inutile d'introduire une notation speciale pour les nouvelles variables, 
et Ton pent dire que, apres avoir integre les equations (A) en y rempla^ant R 
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par Ro, si Tou a obtenu 

/ = (/) 4- /i sin/'-h /, sin2/'H-. . . , 
g — {g) -h^iSin/'H-^,sin2/'-4-..., 
h~(h) i- A, sin /' -^ ^2 sin 2 /' -H . . . , 

L, G, H etant d'ailleurs constants, il suffira tie remplacer, dans les coordonnees 
de la Lune et dans la fonction perturbatrice augmentee de 

A cos/'h- A' C0S2 /'-+-. . . , 

/, g, h par 

[/-!-/, sin /' -+- /j sin 9.1' -\-. . . , 

(54) < ^^^, sin/'-h^2sin2/'-^-... , 

\Th -I- A, sin/'H- Aj sina/'-h 

On aura, pour determiner F^, G, H, /, g. A, les memes equations (A). 

98. 11 conviendra de commencer les operations en faisant disparaitre de R 

les termes en cos/', cos 2/' On se debarrassera ensuite successivement 

de tous les termes periodiques capables de produire dans les coordonnees de la 
Lune des inegalites sensibles, de sorte que tinalement la fonction R pourra etre 
reduite a sa partie non periodique. Les equations (A) donneront alors 

dL dVi dR 

dt^""^ ^=^^' ^^^' 

di _m ^^_„^ ^_ ^ 

~dt~' OC dt ""' Oil' dt ~ dW' 

d'ou 

L— const.; G— const., H-r; const., 

(/), (^), (A) designant cette fois des constantes definitives ainsi que L, G, H; 
^o» go et h^ seront des fonotions de L, G et H. On aura done ainsi les coordon- 
nees de la Lune exprimees au moyen du temps et des six constantes L, G, H, 
(/). (g) et (A). 

Si 1 on appliquait jusqu'au bout, et avec toute leur rigueur, les formules 
precedentes a toutes les operations elementaires, on serait conduit a des cal- 
culs effrayants. On pent heureusement les abreger en se rendant compte d'a- 
bord de Tordre des inegalites introduites par chacun des termes periodiques 
de R; on sera ainsi conduit a ne faire qu'un nombre assez restreint d'opera- 
i\ons completes ^\ un nombre plus considerable d'operations abregees, C'est ce 
qui sera explique dans le Chapitre suivant. 
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CHAPITRE XII. 

SUITE DE LA THEORIE DE L\ LUNE DE DELAUNAY. 



99. Classification des termes. — Nous avons tout d'abord a examiner les 
differenls termes du developpement de la fonction R, afin de nous rendre 
compte du degre d'importance de chacun d'eux, au point de vue des inegalites 
qu'il pent introduire dans les expressions des coordonnees de la Lune. Pour 
cet examen sommaire, nous partirons des formules (A) du Tome I, p. 169; 
nous n'en conserverons meme que deux, celles qui concernent les derivees des 
longitudes du perigee et du noeud, que nous reduirons a leurs parties princi- 
pales, 

d( h-\-g ) __ _}_ I ^ dh _ _i__ i_ ^R 

^ ' dt na* e de ^ dt [\na^ y dy 

Nous pourrons considerer separement chacun des termes periodiques, 
— AcosO, oil Ton a 

9 — 11-^- i' g -\-i' h -\- i'^nU -\- q; 

A contient Tun des facteurs 

a'^ a"" a' 

Nous appliquerons les formules (i) en considerant, dans les arguments 0, /, 
gy h comme etant de la forme a-i- f(^; pour /, Ic coefficient [3 est egal a n\ dans 

le cas de g et de h, il est de Tordre de n ( — j • comme on pent le conclure des 

formules (i) elles-memes. On devra done prendre 



/■ 



. , sin0 

cos B dt rr 



in H- i'^ -+- i"^' ^ i'" n' 
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en representant par ^ et ^' les moyens mouvemenls de g et h, Cela pose, on voit 
que le diviseur de sinO sera de Tordre o si i^o, de Tordre i si ^ = o et i"'^o, 
enfin de Tordre 2 si Ton a en meme temps 1 = o et i"'= o. II pent done y avoir, 
par le fait de ce diviseur, un abaissement de deux unites quand on passe de 
I'ordre d'un terme de R a I'ordre des inegalites correspondantes pour les ele- 
ments. C'est pourquoi Delaunay a conserve le neuvieme ordre dans les termes 
de R qui eontiennent /' sans /, et meme le dixieme ordre dans ceux qui ne ren- 
ferment ni /ni l\ 

U y a une autre circonstance dont il faut tenir compte; -y- et ^- sont, dans 

les formules (1), accompagnes des facteurs - et - • Le coefficient A est de la 
forme 

I d\ 
Sip est nul, A et ~ -r; sont du degre o par rapport a ^. Si /> = 1 ou 2, Tordre 

de A est superieur de deux unites a celui de - -. • On voit ainsi qu'on pent 

avoir de ce fait un abaissement de deux unites. En combinant le nouvel effet 
avec Tancien, on voit que, en passant de I'ordre d'un terme a celui des inega- 
lites qu'il engendre dans les elements, il pent y avoir un abaissement de un, 
deux, trois ou meme quatre ordres; on pourra employer les memes considera- 
tions pour - ^ • Donnons quelques exemples : 

Le terme 

est du second ordre, et il en est de meme des inegalites des elements. 
Le terme 

— 'F*^' ( ~« • • • ) cosCa^*^ -\-ih — ig' - ih' — il') 

est du quatrieme ordre et donne des inegalites du premier ordre (double abais- 

I J- • / » * <^R\ 

sement par le diviseur n et par - -. - ) • 

Le terme 

m! a} ( \ \ , 

— -- e\ h . . . cos / 

a» V 2 ) 

est du troisieme ordre eLproduit des inegalites du premier. 
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Knlin le terme 

est (lu sixieme ordre, et les inegalites correspondantes sont du deuxienie. 

En operant ainsi, Delaunay a trouve dans R cinq termes pouvanl donner 
naissance a des inegalites du premier ordre dans L, G, H, /, g, h\ ils ont pour 
arguments 

2^4-2^-4-3/ —ill' ~'ig'—2l\ 
ih^lg * I 'ih' - 1g' — it', 

lh-v2^-'2h' — 1*^'- 2/', 

o.h-o.h' -2,^' -9.r. 

II y a de meme dix-liuit termes produisant des inegalites du deuxienie ordre 
et vingt-cinq conduisant a des inegalites du troisieme ordre. Si Ton veut faire 
disparaitre de R les differents termes capables de produire des inegalites des 
ordres i , 2 et 3, on aura done a faire disparaitre de R, 5 -4- 18 -+- ^5 = 48 termes 
periodiques. Unecirconstance speciale contribue encore a augmenter le nombre 
des operations completes. 

100. Introduction de termes nouveaux. R6apparition d'un terme. — 

Nous avons indique dans le Chapitre precedent que chacune des operations de 
Delaunay a pour but de faire disparaitre un terme periodique — AcosO de R. 
Dans la realite, les choses sont plus complexes. En premier lieu, I'operation 
effectuee introduit toute une serie d'arguments compris dans la forme 

(2) • ^,-.^^, ihy6, 

£r, designant Tun quelconque des arguments primitifs autres que 6. Les Sr^ 
pourront rentrer en partie dans les &< ; mais quelques-uns de ces arguments 
peuvent etre nouveaux. Toutefois il convient de remarquer aussitot que Tordre 
du terme en &2 ^st au moins egal a celui du terme en &< augmente d'une 
unite, car les inegalites introduites par le terme en 6 sont au moins du premier 
ordre. 

II pent arriver meme que Ton ait Sr^ = ; cela aura lieu en particulier si Ton 
a &4 = 20,y == I ; de sorte que I'argument que Ton avait chasse reparait im- 
mediatement. Supposons, par exemple, 0==/; le terme —AcosO est de la 
forme 

(3) — 7^e(AoH-...)cos/. 
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11 est du troisieme ordre et donne lieu, comme'on I'a vu, a des inegalites du 
premier ordre dans les elements. D'autre part, le terme en ^, = 2£r est de la 
forme 

^7^,-e«(Ao-h...)cos2/; 

il est du quatrieme ordre et donne des parties du cinquieme ordre quand on a 
opere la substitution, apres avoir tenu compte des termes en cos/; on retrouve 
ainsi un terme tel que 

m'a^ I m'a* 

— ,1 ^--e'(Bo-t-...) cos/: 

ce terme en cos/, qui a reparu, se trouve etre ainsi de la forme 

(4) -^'i'^\-ri) (Co -^•..) cos/. 

Le terme disparu etait (3); ce terme reapparait sous la forme (^i); au lieu 
d'etre du troisieme ordre, il est maintenant du cinquieme, mais donnera lieu 
encore a des inegalites du troisieme; done on devra encore lui appliquer une 
operation complete. 

On pourrait, par une modification de la methode de Delaunay, faire dis- 
paraitre a la fois non seulement le terme en cosO, mais aussi les termes en 

COS2O, cos30, On empecherait ainsi le terme disparu de revenir aussitot; 

mais il reviendrait un pen plus tard, apres deux, trois, ... operations. De 
sorte que la reapparition d'un terme est un phenomene general; toutefois il n'y 
a pas grand mal quand, apres son retour, il ne donne pas lieu a une operation 
complete. 

Finalement, dans le cours des quarante-huit operations sur lesquelles on 
comptait d'abord, on a rencontre quatre nouveaux termes des ordres 5, 5, 7, 7; 
cinq termes ont reparu, avec des ordres augmentes de 1,2, 2, 2 et 3 unites. 
II a fallu faire ainsi 48 4- 4 + 5 ~ 07 operations completes. Leur detail remplit 
les 882 pages in-4 du Tome I de Delaunay. 

101. Formules auziliaires. - 11 reste a dire comment on arrive dans la 
pratique de chaque operation aux developpements (IX) et (X), p. ipS, de L, G, 
H, /, g, h. Fl est plus simple de ne pas recourir a la quadrature 

t -4- c 



U k'\' 



(C- B,)' 



Delaunay a ramene tons les calculs qui se sont presentes a lui a deux types 
d'equations differentielles simultanees du premier ordre. 
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Premier type •' 

^ de ^dM , dP 

Q est un coefficient tres petit, M et P deux fonctions developpees suivant les 
puissances entieres et positives de la pelite quantite e. 

On opere dans chaque cas particulier en faisanl des approximations succes- 

sives, en negligeant d'abord Q, puis (>-, Q^ On trouve ainsi les developpe- 

ments de ^ et de sous la forme 

^ e--e|4-Ei cosSq(i -h c) -\- E2COS2^o(^ -hc) -h. . . , 
(b) \ 

I e ^ e^{t -h c) -^-e^ sin Qoit -{- c) -{- e^^iniSoit -^r c) -h .. .; 

e, et c sont les deux constantes arbitraires; E^ et 6^ sont des polynomes de 
degre p enQ dont les coefficients dependent de e^ ; Oo se presente sous la forme 
d'une serie ordonnee suivant les puissances de Q^, les coefficients dependant 
de e^. Delaunay n'a pas juge utile de donner les expressions analytiques de E^ 
et de G^. 11 a rencontre ce premier type dans celles de ses operations qui portent 
les n'''* 26 a 45 et 49 a 57. Ce qui le caracterise, c'est que la quantite e ne figure 

nuUeparten denominateur; dans toutes les operations mentionnees, -7- con- 



tient le facteur e et — — -t- ^st entier en e. 

na-e oe 



de 



Deuxieme type : On le rencontre dans les operations 1 a 25 et 46 a 48; 
e figure en denominateur dans les equations differentielles qui sont de la 
forme 

(A) ) 

f -^ ^N(i -h N, e*^i- Nae^-f- Nae^*) 4- M ^- - - cos^; 

\ at e 

designe I'argument considere dans Toperation dont il s'agit, M une quantite 
du second ordre au moins, M^, Ma, N, N,, N2, N,, P^, Pa des quantites de Tordre 
zero. Delaunay a donne seulement les integrales sans faire connaitre la marche 
employee; j'ai pense qu'il etait bon de combler cette lacune. Soit pose 
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les equations (A) pourront s'ecrire 

On pourrait integrer ces equations par des approximations successives, en 
negligeant d'abord Q, puis QS ...; mais il vaut mieux se rappeler que I'argu- 
ment 6 peut etre developpe sous la forme 

(6) — 0o(^-+-c)-+-QaiSin0o(^-+-c)-+-Q*aisin2 0o(^-+-c)-i- 

En substituant dans la premiere equation (5) et employant les approxima- 
tions successives, on trouve 

(7) e~ e,-^ Q(3j cos^oV -+" <^) -+-«Q'P« cos20o(^ + c)-\- 

II s'agit de determiner ol^, ol^, . . . , Pi , ^2. . . . et Oo ; ^i et c seront les deux con- 
stantes arbitraires. On pourra developper/(e), ^{e), ^{e) par la formule de 
Taylor suivant les cosinus des multiples de h^{t -\- c)\ on aura, par exemple, 

<p(e) = 9,-+- <p', [Q(3, cos0o('-+-^)-^-Q'PjCos2 0o(^ + ^) -h. ..] 

+ ?;[^Q*{^? + ^Q'P!cos20o(^4-O+...] +..., 

oil Ton a ecrit, pour abreger, 9^, ^'^, ... au lieu de ^(e,), 9'(^i), On deve- 

loppera de meme les expressions de sinO et cos6; on les substituera en meme 
temps que celles de/(e), 9(e), ^(e) dans les equations (5), et, en egalant a 
zero les coefficients de 

%mB^{t-^c), sin20o(^ + c)^ •.•» cos0o(^-+- c)) cos20o(< -+-c), ... 

et le terme non periodique de la seconde, negligeant Q% on trouvera 

^ai = (!/,-+- (3, 9',, 

?!• «. = 1 («, 4/. + (3. f,) + (3, (p; + i |3j 9;. 
I == <p, + i Q« (- «, 4., + 13. ^;'. + ;- 13? 9;) ; 

T. - III. 38 



(8) 
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d'oii, avcc la precision indiquee, 

(9) Pt- ^ - - 

[ «« = ^^ («! I. -^ Pi ^'1 -+- ^Pi 9i -+- J ???;)• 
Les formules (6) et (7) donnent d'ailleurs 

H- -Q(e, ai-f- (3,)sin2 9o(' -+-C) 

-+- " Q* («i «« -H Pj+ 7^1 aj 1- -«! [3|] sin30o(^ + c) -+-..., 

0=iQ(-e, at-f-[3,) 1- L ^- iQ« (^- e, «,+ p,- ie, aj - ^ «! (3,)J cos^o (^ + c) 

-h -Q(e, aj-h (3i)cos2 9o(^-i-<?) 

4- i Q* (e^ a,+ (3,-f- ^ e, a} -h i a, (3, j cos39o(^ H- c) -h . . . . 

Delaunay a designe par ^0 1^ coefficient de sinOo(/ -+- 1?) dans esinO; pour 
retrouver ses formules, il y a done lieu de poser 

^1+ -Qm^i as— Pi— 7^i«i-^- - «iPi) = ^o, 

d'oii 

(10) ^t-e„(^,-iQ«a,4-^-0*a?)-+-^Q^(p,-^a,[3,). 

On devra remplacer partout e^ par cette valeur. Les formules precedentes 
donnent 

( eCOS0:i:rEo-4- (^0^- E|)cOS0o(^-+- C) H-E, COS20o(^-H C) -^-EaCOsS^oC^ -^ c)4-..., 

/ esin0=^ eo sin0o(^ H- c) -^ Ei sin2 0o(^ -^- c) -4- E3 sin39o(^ H- c) -+-. .., 



ecos 



oil Ton a fait 



Eo^-Q(P.-eoa,), 



1 



^''^ ^ E,= iQ(!3,+ eoa,), 



E,= iQ(!3,+ eoai), 

E3-- ^Q'(pj-+-eoa,-^ -^aiPi-^ 7^oa?V 
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On s'assurera aisement que, au degre de precision cherche, on pent rem- 
placer, dans les formules (9), 9,, 9,, ... par 90* ?©» •••' ™ais, dans (8), on 
doit prendre 

9, =:<po-H(e, — eo)9'o 
ou bien, en vertu de la formule (10), 

(12) 9, = <po-H^Q'9;r eoa,-4-P,— ^ a, (3,-f-^eoan. 

U faut maintenant rempiacer/o, 9o» ^0 par 

/o - iH- M, el -4- M, ej, vj/o — 



i-HPtg;-^P,e{ 



eo 

9o = I 4- N, ej -h N, e{ 4- N, el. 

Les formules (9) donneront successivement p,, a^, i^j, ol^, apres quoi on 
tirera E^, E,, Ej et Eg des relations (n). On trouvera ainsi, en remettant 

j^ au lieu de Q, 

(3»=z-i + (N,-M,)eJ-4-(N,-xM,-N;-+-M.N,)^J, 

a, = - [ i-f-(P,-3N,)e;-h(P2-~5N,-+-5N}~2M,N,-N,P,)eJ], 

(C) /(3. = ^J-i + (M, + 4N,-P,)eJ 

-t-(3M,+-6N,-P,+ 2M*-9Nf-f-3M,N, — M,P,+ 3N,P,)eJ]. 

(M,-6N.+ P,)eJ 
-t-(M.-4N,-P,-i-i4N;+P»-M,N,-M,P,-5N,P,)eJ], 



«« = >Ti[ 3 + (M,-6N.+ P,)eJ 



E,^^ ^ [-2 + (4N,-M,-P,)eJ-(6N,-M,-P.-6N|^3M,\,-i-N.P.)e5] 



(^)'(N.-P.) <•', 



M 



(Pj/E. = ^ ^ [(P,_M,--3N,)eJ+(P.-M.-4N.+ 4N»-M,N,-N,P,)eJ], 

E, = ^(^*jy[(3M,+ 2P,-4N,)eo 

-h (4M,+ 4Pi- iaN,+ 2M;-+- i4N» — i3M, N,-t- aM, P,- 5N, P.) ej], 

E, = g (^^.y (2M.+ 4N,- 2P,-4- 2MJ + 6NJ-+- 2PJ + 9M. N, - 4M, P.- 7N, P,)eJ. 
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On a ensuite 



|=:cp,+ -^Q«[M.-^3N,^3P, 



-4-(M,-f-ioN,-5P,-6N5-PJ-4-3MtN,-M, P,-h5N,P,)^J]' 
?l=^?o-+- ^Q»[N,4-(2N,-8NJ- M,N,-+-3N,P,)e;i, 

d'oii 

0o--N(i-^N,e;--N,e{-4-N,e«) 

_^1^'[M,-4N,-3P, 

H-(M,-M9.N,-^5P,-i4N*-P;-h4M,N,--M,P,-h8N,P,)e;]. 

Si Ton fait 

(F) 9 — 60(1 -^ c) -h Oi s'lnOoil -{- c) 4- 0, sina^oC^ -^ c) '■ • , 



on aura 



(G) 



^- ^'-^^^iiy^^-^^-*^')^*^' 



I ^^"=2^(n)' 



Les formules (B), (C), . . . , (G) resolvent la question ; elles sont identiques 
a celles de Delaunay (t. I, p. 107 et 108); il est vrai que nous lui empruntons 

deux petits termes en (=^j qui figurent avec un (*) dans les expressions 

ci-dessus de E© et de 0^; notre calcul, pour les donner, aurait du etre pousse 
plus loin. Les valeurs precedentes de e et de seraient incommodes a cause des 
petits diviseurs e^, el, . , . qu'elles contiennent; fort heureusement, les develop- 
pements (B) de ^sinO et de ecosO ne renferment pas ces diviseurs, et ces deve- 
loppements sont les seuls dont on ait besoin (*). 

Pour mieux fairc comprendrc la methode et la fa^on de Tappliquer, nous 
allons faire un expose sommaire des deux premieres operations de Delaunay; 
mais, auparavant, nous rappellerons la signification initiale de L, G et H : 

(i3) L:zz\//Ia, G = v>a~(i'— e^"), H = G(i — 2/). 



(») Foir le Tome I de Delaunay, p. 878-887.. 
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On en deduit sans peine, en developpant suivant les puissances de e^ et y^, 
da _ '^ da da 



de I — e* de i / '•it \ de 



('4) 






3ii =o, 



dL na-e di^ na'e\ 2 8 '"r ^^H 

f\na^y \ 2 8 / 



dL"""' (>G 



^H 



oil Ton a mis /i a la place de 1/ ^r On aura ensuite 

dR dR da ^R^_^^^ 
(iL ~~ ^a dL de dL ' dy dL 

, - , ! ^11 c^H da dW de dR dy 

^ di\ da di} de dG dy dV, 

dn _ d\\ da dn de d\\ dy 
dii ~ da dii ~^ de dH "^ dy dH 

On pourra ainsi former aisemcnt les derivees -r^? -, > ^» en partant du de- 

veloppement de R (p. i8()), dans lequel les coefficients des cosinus des argu- 
ments 6 sont developpes suivant les puissances de a, e et y. 

102. Premiere operation de Delaunay. — Nous prenons Tensemble des 
termes en cos/', cos2/', . . . (Delaunay, t. I, p. 261) : 

■^(i^?^'"^ ^^e*-4-|e'^ + ...)e'«cos2/'-^...l; 

cette fonction perturbatrice laisse invariables L, G, H el, par suite, a, e, y et /?. 

On trouve aisement, en calculant 3—^ -r--. ,- et les portant dans les for- 

da dc dy ' 

mules (i5), 

63 . \ , „ 1 dl 

dC 
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On en conclut, en integrant et designant par (/), (g) et (A) trois constantes 
arbitraires, 

'=<')-"«'[( J-^---)e'sinl'^[ «i+...).'.sina/' -....]. 

^-(^)-^'[(--f +...)«' sin/'+(-^+...)e" sin2/' + ...], 

h-=(h) -~U ^ +...\e'sinl'-h ( ^+...\e'*sin2l'-h...\. 

D'apres ce qui a ete dit, il faudra remplacer dans ies coordonnees de la 
Lune et dans la fonction perturbatrice, diminuee des ternies en cos/', cosa/', 
/, g, h respectivement par 

'"i[{ T^->'-'^^'-^( ^^...)e-sin./'^...], 

sans toucher a L,G, H qui resteront lies a a, e, y par Ies formules (i3); Ies rela- 
tions (i4) subsistent aussi. Mais Ies nouvelles valeurs de /, g, h n'auront plus 
la meme signification; on aura, par exemple, 

anomaiie moyenne ~ / nouveau - — ( -^ h- . . . ) e' sin /' n- . . . . 

Une fois la substitution effectuee, on aura encore Ies equations canoniques 



(i6) 



103. Deuxi&me operation de Delaunay. — Elle a pour but de faire dispa- 
raitre Ies termes en cos/. Cette fois, nous devons prendre la partie non perio- 
dique de R, avec le terme en cos/, soit (Delaunay, t. I, p. 2G4) 



dL dR 

dt " dl ' 


dG dR 

dt - dg' 


rfH dR 

dt ~ dh 


dl dR 


dg dR 


dh dR 


dt " dL' 


dt - (JG' 


dt ~ dH 



(.7) { ^i6''^"^-r.^"^--) 

-h n'^a* (— i 4-3y*4- -^e*— 7e"-4-. . . j ecos/. 
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Nous aliens exposer les calculs de Delaunay, mais en ne conservant que les 
principaux termes ties forinules. Nous aurons d'abord 

^ ^_ 

dg- dh "''• 

Get H seront constants, done aussi y. En exprimant a et L en fonction de G 
et de e^ il vient 

(i8) a — ' , L — 



La premiere des formules (i6) permet d'ecrire 



Ge de 



d'oii, en remplagant a par sa valeur (i8) et developpant, 

(19) „==__(^_-3/-f--ge«-f-^e«4-...jsm/. 

On aura ensuite, en tenant compte des relations (i4) et de la valeur (17) de R, 

ah na da na^e de na* n \_L\ 2 ' 4 8 

s// I 21 , 5 , 3 ,- \1 



cos/ , 
e 



f^rtons dans ^ = — 3i-> remplacons a par sa valeur (18) et n par 
(20) ^-,g(,_e»)t, 



et il viendra 



(21) 



u} { 3 , 3 A w'«GV7 21 , 27 , 21 ,, \ 



dl 
dt 

/I'^GVi 



fx' \2 '16 4 / ^ 

Les equations diflferentielles (19) et (21), dont dependent e et /, rentrent 
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dans le type (A) en remplacant par let faisant 

M(. + M.e«):.-"'l«'(^-3yM--|e'-.|e'.), 

On en deduit 

M» _ «'Mi« „_3 i«„3 D_33 

apres quoi les formules (D) (G) donnent 



, «'-GV o , 3 ,, 21 ,\ 7 ,.G" 
-f-eoCOS/o(^-+- ^) "*" fi r~^o COS2/o(^ -+-c), 

27 /i'^G* 
e sin/=z ^0 sin/o(^-+- c) 4- -^ — ^ e* sin2/o(/ -h c), 



t>» ™ e* -h T n'^ 



I ,.G»* ,.G 



/l'*~-jeoCOS/o(^-J-^), 



^4 fX» /JL^ 

/ ^. /o(^H- c) 4- /| sin/o(^ -^ c) 4- /2sin2/o(^ -h c), 

aV 3 , 3 A /i'«GV7 21 , 27 , 21 ,A 9 ,, G'' 

2/X*eo 

/, ;— o. 

La valeur precedente de e^ reportee dans (18) donne 

a - Oq \ I — -~ Cq cos /q ( ^ -4 c) L 

en posant 

GV , 4 » /i'*G»«\ 
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d'oii, avec une precision suffisante, 

[^ 



2^5 



ou encore 


(22) 


en faisant 


(23) 



c 



G' = 



-<- e^ + ei H- 



I n'*a' 



^0-^-0-^ f^-|J^ 



I + ei H- ej 






Si Ton porte cette valeur de G^ dans les expressions precedentes de ccos/, 
esin/, /o, /<, e* eta, il vient 



e cost: 



(34) 



e-rre; 



,=_(i_3,..|,.|..)(|)-_2(=:y 

27 /^'\' 

-t- ^ocos/o(^-f-c) + -^( — ) ^Jcosa/o(^-+-c), 
es\nl= ^0 sin/o(^-^ c) -^ -^ f — 1 ej sin2/o(^ -4-^), 

,=„.[,_(z_^,.3^,.^;.)(£)-_^(0], 

a — ^0 I — (^ Wocos/o(^-+- c) , 
n— tiQ iH--^ — j eocos/o(^ -hc) . 

Calculons maintenant les valeurs de g et de A, ou plutot de A -h g^ -h /et de A 
par les equations differentielles 

dt ~ dL dG dn' dt~ d^' 

qui donnent, en vertu des formules (i4)» (i5) et (17), 

-r^ =/i h4 — e cos /, 

dt n L\ n 



dh 3 n'^ 3 /i'« 

-77— — 1 e cos/. 

a/ i\ n 1 n 



T. - III. 



29 
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II faut substituer pour n ete leurs expressions (^4); on trouve ainsi que les 
coefficients de — e^cosfoit 4- c) dans les seconds membres des equations pre- 

i3 3 
cedentes sont respectivement egaux a -^ et -• Si Ton integre en remarquant 

que la valeur (24) de /© ne differe de /z© que d'une quantite du second ordre et 
que Ton designe par (g) et (h) deux constantes arbitraires, on trouve 

I' 1 3 /i'* 
3 w'* 
h — {h) -h /«o(/4-c) H 5-eoSin/o(^-hc); 

K ctg^o sont des quantites qui, comme 4, dependent de Ho, ^o» Y» '^S ^> ™ais 
dont nous ne donnerons pas les valeurs parce qu^elles ne nous sont pas neces- 
saires. 

Les formules (24) et (25) donnent les valeurs de a, e, y, /, g^h en fonction 
de / et des six constantes arbitraires ^o, e^,, y* ^» {s) ^^ (^)- ^^ ^^nt les inte- 
grales generales des equations (16). 

On aura I'expression de L en partant de L — sj^a et y remplaQant a par sa 
valeur (24); la formule (22) donnera G, et la derniere des relations (i3) fera 
connaitre H. On trouve ainsi 

Li=:v/h^I I— ^ (^~) ^oCOS/o(/H-c)L 

On lit immediatement sur ces formules les valeurs des quantites designees 
dans le Chapitre precedent par L^, G^, H^; ainsi 

Go=..V^^o[i-5^;-g^J-§(^y]> G, = o, ..., 

Si Ton a recours aux expressions (24) de A, /j, ... ou de 0,, O2, ..., il 
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vient 

G« + i(G.9. + 2G,^, + ...) = v//^o[»--^eJ-ieJ-^(^J]. 

On peut maintenant supprimer les indices de a, n^ e^ et Ton est conduit a la 
regie suivante : 

Dans les coordonnees de la Lune et dans la fonclion perturbatrice (*), on 
remplace 

( ecos/ par -^ (^^--Zf-^le^^le-'^i^^^^ 

e sin/ » e sin/-f- -^ ( — 1 e* sin 2/, 

(26) { a » a I— f~Wcos/L 

1. / / / i3 fn'Y . , 

h-\-g^l » /tH_^+/-f-_-/— jesin/, 

I A » A + - ^^y^sin/; 

Y ne change pas ; on a toujours n = i/^' Les nouvelles quantites a, e, y, /, 

^, A, dont les coordonnees de la Lune et la fonction perturbatrice dependent 
maintenant, seront fournies par Tintegration des equations (i6), oil L, G, H 
sont lies k a, e eiy par les relations 

(.7) G=.v^'^[.-^.'-^e^-l(^)'J, 

Pour passer a la troisieme operation, la premiere chose a faire sera de cal- 



(') 11 faat prendre ici simplement la valeur qu'avait R avant la deaxifeme operation, parce que, k 
cause de t '^ = o, on a 

— i^ n'{L - Lo) -+-;!- ^ n'(U 0, -f- 2L, 0^ H- . . .) = •• 
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culer les coefficients ^, ^> '"' m ^'^P**^^ '^^ formules (27); ces coeffi- 
cients sont necessaires pour le ealcul des derivees 

dn on 0^ 

Delaunay a deduit de la substitution (26) les quantltes qu*il faut mettre a la 

place de 

e*, e'cos2/, e'sins/, e'cosS/, e'sinS/, ...; 

il est aise de voir que, avec ces valeurs et celles de A -h^ 4- / et de A, on sera 
a roeme d'effectuer la substitution dans tons les termes de R. Apres cette ope- 

ration, la quantite AcosO -hB 4- — /I'L ou AcosO-f-B devra se reduire a une 

simple fonction de a, e et y» ce qui donnera une verification des formules de 
transformation employees. 

On pent remarquer que, dans chaque operation, les veritables inconnues ne 
sont pas L, G, H, mais a, e ety; L, G, H ne servent reellement que d'interme- 
diaires et leur role est du a cette circonstance que les equations (16) sont plus 

simples que celles dans lesquelles figuraienta, e, y, ^, ^> et ^-' 

Nous remarquerons encore que, dans les operations successives, Delaunay 
designe toujours par a© et yj les parties non periodiques de a et y*; e^ n*est pas 
la partie non periodique de e; c'est le coefficient de sinOo(/ -+• c). Toutefois, 
dans les operations 26-45 et 49-57, e] est la partie non periodique de e*. 

104. Operations abrigies. Risultat final. — Apres les cinquante-sept 
operations completes, Delaunay a fait disparaitre les termes periodiques res- 
tants, qui sont tous tres petits, en suivant la meme methode, mais tres abregee, 
en ce sens qu'il n*a pas tenu compte des changements qu'entraine la dispari- 
tion d'un terme dans les autres termes, ce qui revient a negliger le carre de la 
force perturbatrice; il a simplifie aussi la substitution dans les coordonnees 
de la Lune, en ne conservant que les termes principaux. II est done arrive 
finalement a une fonction perturbatrice, ne contenant plus de termes perio- 
diques appreciables, et de la forme 



„ u m'a- ^ / , . a} n' ,\ 



au degre de precision realise, la fonction ne contient ^ qu'au premier degre. 
Les relations qui lient les quantites a, e, y aux dernieres variables L, G, H 
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employees sont de la forme 

(28) JG:zzv/jI^4^(^e«,yS^,,^,e''), 

on trouvera ces expressions de R, L, G, H aux pages 234-236 du Tome II de la 
TheoTie de la Lune. La premiere moitie des equations (i6) montre que L, G, H 
et, par suite, a, e, y sont constants; les autres, en ayant egard aux valeurs de 

^> 3r' •*•' ;m ^^^^^^ ^^^ formules (28), donneront des equations de la forme 



dl . dg dh , 

di-^'' Tt-^'' Tt-^'' 



on /o» go et ^0 designent des fonctions connues de e^, y^, -7^, — et e'^. 
Soient done (/), (g), (A) trois conslantes arbitraires, et il viendra 

(29) l={l)-^kt, g= ig) -^got, h=i (A) -h Ao ^. 

Les trois coordonnees de la Lune vont done se trouver exprimees sous la 
forme de series procedant, suivant les sinus (pour la longitude et la latitude) 

ou les cosinus ^pour - h d'arguments de la forme 

(30) il + i'g + i'(h - h'-g') 4- i'V, 

I, 1', i'\ i" designant des nombres entiers positifs ou negatifs; toutefois, on 
pent toujours supposer i>o. Les constanles (/), {g), (h) flgurent d'une ma- 
niere tres simple dans les arguments, ainsi que cela resulte des relations (29); 
il n'en est pas de meme de a, e et y, qui entrent d'abord dans les coefficients 
des sinus et cosinus, ensuite dans les arguments, par les quantites 4, go, Aq. 
Le resultat detaille des substitutions faites a la suite des diverses operations 
dans les trois coordonnees de la Lune est donne, terme k terme, 

pour la longitude (p. 24*-4i3 et p. 746-796 du t. II) ; 
pour la latitude (p. 4x4-569 du t. II); 

pour - (p. 570-586 du I. II). 

Delaunay precede dans le Chapitre XI a la reduction des termes semblables; 
il remarque ensuite que a, e et y, qui avaient une definition precise au debut 
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des operations n'en ont plus a la fin. Ge sont seulement trois constantes arbi- 
traires, et la fagon dont elles entrent dans les coordonnees de la Lune depend du 
procede d'integration adopte. Les expressions analytiques des coordonnees en 
fonction de /, a, e, y* (0' is) ^^ (^) "^ seraient done pas comparables dans deux 
theories differentes. Delaunay a voulu donner aux constantes a» e et y un sens 
precis, et, pour cela, il les a remplacees par trois autres a,, e, et y,, telles que : 

i"" Le coefficient de sin/ dans la longitude Y ait la meme forme que dans le 
mouvement elliptique, savoir 

ce qui reproduira le premier terme de Tequation du centre; 

2® Le coefficient de sin(^-i- /) dans la latitude ait aussi le meme coeflRcient 
que dans le mouvement elliptique, savoir 

3° Le coefficient de / dans la longitude moyenne A + g^-f-/ soit egal a 



"■ = \/i- 



On y arrive en remplagant a, e, y respectivement par a,, 6, et y^ augmentes 
de corrections convenables; finalement, on supprimera les indices de a,, e^ 
et y, . On substituera les anciennes valeurs de a, ^ et y en fonction des nouvelles 
dans les trois coordonnees de la Lune, dont on obtiendra ainsi les valeurs 
reduites. Ces expressions definitives des coordonnees sont donnees dans les 
pages 803-924 du Tome IL 

Delaunay introduit en meme temps les quatre arguments fondamentaux : 

D=^-h^-f-/--A'— ^'— /' — distance moyenne de Ja Lune au SoleiJ; 
F =:^ + / = distance moyenne do la Lune ^ son nceud ascendant; 
/ = anomalie moyenne de la Lune; 
/' ^ anomalie moyenne du Soleil. 

Un argument quelconque (3o) des formules finales devient ainsi 

il -h i' (F - -h /"(D - F + /') -^ i' i'y 

c*est-a-dire une combinaison lineaire des quatre arguments fondamentaux qui 
sontchacun de la forme a h- p/. 

Delaunay n'a pas fait les substitutions enlrainees par les diverses operations 
dans les valeurs initiales de L, G, H, /, g, A, ce qui lui aurait permis d'obtenir 



Digitized by 



Google 



SriTE DE LA THfeORIE DE LA LUNE DE DELAUNAY. 23 1 

en fonction explicite du temps les valeurs des elements osculateurs a un instant 
quelconqiie. II ne Ta pas fait parce que les calculs, deja tres longs, seraient 
devenus considerables; aussi s'est-il borne a remplir le but final, en donnant 
les trois coordonnees de la Lune. Hatons-nous de dire qu'il serait aise de com- 
bler cette lacune, en partant des donnees tres claires et tres completes du 
grand Ouvrage de Delaunay. Mais, en consultant Tengrenage des operations 
successives, il est facile de voir que les elements osculateurs a, ^, y seraient 
developpes en series de cosinus des multiples des quatre arguments fondamen- 
taux. D'ailleurs les difi'erences entre les valeurs que prennen t les quantites/, ^, A, 
au commencement d'une operation et a la fin, sont des series de sinus des mul- 
tiples des arguments, et Ton en pent conclure que Tanomalie moyenne de la 
Lune, la longitude du perigee et celle du noeud, dans Tellipse osculatrice, sont 
egales respectivement aux quantites 

(/) + /o ^ (h) -h ig) H- (/10-+- ^0) t, {h) 4- ho t, 

augmentees de series de sinus d'arguments de la forme 

«D-+-a'F-ha''/-4-a'^/', 

de sorte que ^oH-^o et A© designent respectivement les moyens mouvements 
du perigee et du noeud. 
Enfin, dans les formules finales, on a pose 

/i' /nP ai/a 

de sorte que les coefficients des diverses inegalites sont des series ordonnees par 

rapport aux puissances entieres des vraies constantes e, y, —> m eie', n designe 

en dernier lieu le moyen mowement constant, et les coefficients du temps dans 
les arguments fondamentaux sont egaux a n — /i', /i -- h^, n — (h^ -+- g^o)» ^'^ 

L'inspection des expressions reduites des coordonnees de la Lune montre 
qu'elles sont de la forme 

V = const. -4- /I/ 4- 2 oil. sin [iD It ik¥ ±jl±j'i'], 
(3i) I V= ^\S^osin[iD±{2k-hi)¥±jl±ft'], 

2 e C0S[£D ± 2k¥ ±ji±fl'], 



a 

V 
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oil Ton a 

(32) j '^-eie^y-^^^'^^^Sm, e\ y\ ^, e'A, 

I C =e>eV'y5A- wJm, e\ y\ J, e'A, 

/, k,j eij' designant des nombres entiers positifs ou nuls. On peut done, d'a- 
prfes les valours dej\/' et i, trouver immediatement une limite inferieure des 
ordres de ai», ofti, a relativement aux petites quantites c, e' et y. II serait interes- 
sant d'avoir des donnees sur les ordres de x, ill), e relativement a m; voici ce 
qu'il est permis de juger, par induction : 

Pour i = o, X, oft), c sont de Tordre de m, excepte si j' = o, auquel cas ces 
quantites sont de Tordre o; 

Pour i = 2p, Xf 1)1), e sont au moins de Tordre de m^; 

Pour « = f , X, 1ft), e contiennent le facteur -, et sont de Tordre o ou i relati- 
vement am; 

Pour I = 3, X, ill), G renfcrment tous le facteur — ,/n. 

105. Reflexions sur la thiorie de Delaunay. — Cette th^orie est tres 
interessante au point de vue analytique; dans la pratique, elle atteint le but 
poursuivi, mais au prix de calculs algebriques effrayants. C'est comme une 
machine aux rouages savamment combines qu'on appliquerait presque ind^fi- 
niment pour broyer un obstacle, fragments par fragments. On ne saurait trop 
admirer la patience de Tauteur, qui a consacre plus de vingt annees de sa vie 
a Tex^cution materielle des calculs algebriques qu'il a effectues tout seal. 
Aujourd'hui sa theorie de la Lune est incontestablement la plus parfaite; celle 
de Hansen, comme nous le dirons bientot, lui est equivalente en precision, 
mais elle ne donne pas les expressions analytiques des coefficients, elle n'en 
donne que les valours numeriques. 

Cependant la theorie de Delaunay laisse un certain nombre de desiderata 
que nous allons indiquer. Les mouvements moyens du noeud et du perigee, 
Ao et ^0 + go* ^i'^si que les coefficients des diverses inegalites, se trouvent d6ve- 

loppes en series suivant les puissances entieres de e, e\ y, -, et m; le grand 

ennui vient de ce que les series n'offrent relativement a m qu'une convei^ence 
mediocre. 
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Ainsi Delaunay a trouve (Comptes rendus, t. LXXIV, 2 Janvier 1872) : 

/iq 3 . q , 273 , Q7Q7 ^ 1QQ273 . 6657733 . 

n 4 32 128 2048 24576 589824 



(33) 



^o-+-oo 3 , 225 , 4071 L 265 4q3 _ 12 822 63 1 . 
n 4 32 128 2048 24576 

1273925965 ^ 71028685589 g 



589 824 7 077 888 

f ^ 32 145 882 707 741 ^^9 ^ . 

\ 679 477 248 " ' ' 

nous n'avons pas ecrit les termes moins importants qui contiennent en facteur 
les quantites e^,e'^,Y^, -^- Quandon donnea/wsa valeurnumerique 0,0748013, 

on trouve les valeurs suivantes pour les termes de — et — 



-00. 









ho 




h.-hgo 








n 




n 


Termes 


en m* 


— 


0,004 196 43 


-h 


0,004 19643 


» 


m' 


-h 


0,00011771 


-h 


0,00294^ 80 


u 


/«* 


-h 


0,00006677 


-h 


0,00099570 


M 


m» 


. . . . -f- 


0,000011 20 


-+- 


0,000 3o3 58 


M 


m6 


-4- 


0,000001 4^ 


-+- 


0,000091 39 


U 


m7 


-k- 


0,000000 i5 


4- 


0,000028 3o 


» 


w« 






-+- 


,000 009 84 
0,00000347 


M 


m9 
















— 


0,003999 18 


0,008571 5 1 



On voit que la serie qui donne le mouvement moyen du perigee converge 
tres lentemenl; la valeur exactc de la serie en m est 0,008 572 57, de sorte que 
le quatrieme chiffre donne par Delaunay est en erreur. On pent prevoir que, 
pour avoir le mouvement du perigee a = — ^- — de sa valeur, ce qui serait desi- 
rable, il aurait fallu pousser les calculs jusqu'au terme en m**; pour le noeud, 
la valeur exacte de la serie en m est — 0,003999 16; la precision est presque 
suftisante. Ainsi la theorie de Delaunay ne donne pas avec assez de precision le 
mouvement du perigee, dont la valeur devrait etre empruntee aux observations. 
Nous verrons bientot comment MM. Hill et Adams ont reussi depuis a calculer 
avec toute la precision desirable les series (33). 

M. Adams a observe en outre que, en posant 



m = 



nit 



les series precedentes, etant ordonnees suivant les puissances de /w<, deviennent 
beaucoup plus convergentes. (\o\v Bull, aslron., t. IX, p. 374.) 

T. - III. So 
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Le meme defaut de convergence se manifeste dans les coefficients des 
diverses inegalites. Ainsi la longitude V renferme Tinegalite 

nous n'avons pas ecrit dans la parenlhese les termes en e^, y^, e'^, . . . ; la mise 
en nombres donne 

Termo en ee' m 74^58 

» ee'ni^ 40,94 

»• ee'm} 18,62 

» ee'm^ 8,11 

)) ee' m^ 3 ,66 

u ee'/w* 1 ,72 

M ee'm^ o,85 

Delaunay a done ete jusqu'au terme en ee'm\ qui est du neuvieme ordre, et 
il n'a pas ete assez loin, puisque ce terme est encore de o",85. II a pris le parti 
d'ajouter un complement probable determine par extrapolation, d'apres les difie- 
rences ou plutot les rapports des termes precedents; dans le cas actuel, il 
assigne au complement la valeur 4- o",9i ; ici encore, pour avoir surement le 
centieme de seconde, il semble qu'il faudrait aller jusqu'au terme en ea'/n**, 
qui serait du seizieme ordre. 

Donnons encore quelques exemples analogues : 

L'argument de Tevection est 2D — /; son coefficient contient de petits termes 
dont nous allons ecrire les valeurs : 

Terme on ee'^m. \ ~ a'-iS 

» ee'*m^ — 0,64 

» ee'*m^ -h o,3a 

u ee'^m^ h- 0,43 

Delaunay assigne comme complement probable 4-0", 20. 

Le coefficient de sin(D -h /') dans la longitude contient les parties suivantes : 

Terme on —,e -haa^JiS 

w -^e m ~ "7 An 

a ' ' 

w —,e'm^ -1- 3,42 

—.e m^ — o , 60 

» —,c'm^ -i- 0,46 

»> —,c ///» • . . 0,02 
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Delauiiay suppose nul le complement probable. Enfin, voici, pour terminer, 
des donnees analogues pour trois autres inegalites de la longitude : 





sin(2D — a/-}-/'). 




sin(2D- 


2l) 






sin(4D — 


a/) 




nc 


) en e^e'm — 2*19 


Terme 


en e^m... 




-m3o;79 


Terme 


eii 


ef«/wV 




+ 15^29 


» 


e^e'm^,.. -h o,35 


» 


c^ni^,. 




-\- 46,09 


n 




c*m3. 




-^ 9i4o 





tf^e'm*.. . -T- 1,26 


)) 


e^mK. 




H- 22,28 


» 




/?«m*. 




-^ i,o4 


» 


e^e'm'^. . . -+- 1,16 


» 


^Vw*.. 




-^ 8,i3 


» 




e«/w». 




-h i,5i 


u 


e^e'm^. . . -f- 0,82 


» 


e^mK. 




H- 3,18 


)) 




e«m«. 




-0,53 


n 


e*e'm«. . . -1-0,49 


» 






-K .,3i 

H- 0,54 













M. Airy a cherche a remedier a cet inconvenient (*); il a adopte pour point 
de depart les expressions numeriques calculees sur les formules de Delaunay, 
et, au lieu d'evaluer les complements probables des coefficients des principales 
inegalites, il les considere comme des inconnues et cherche a les determiner 
par le calcul, en substituant dans le« trois equations differentielles du mouve- 
ment [equations (a") du 1. 1, p. 92] les expressions des coordonnees de la Lune. 
Le resultat de la substitution ne contiendra les complements qu'au premier 
degre, parce que ces complements sont petits et qu'on pent negliger leurs 
carres. 

Les calculs auxquels conduit la methode de M. Airy sont neanmoins conside- 
rables; ilsontdure plus dedix ans,etil ne semble pas que Teminentastronome 
soit arrive a s'affranchir de toutes les causes d'erreur. Pour plus de details, 
nous renverrons le lecteur au Bulletin astronomique (t. IV, p. 274-286 et 383), 
oil M. Radau a donne une analyse etendue duMemoire de M. Airy. Nous nous 
bornerons k dire que Tune des causes d'insucces de la nouvelle tentative pro- 

vient de ce que Delaunay n'a donne le developpement de - qu'avec les termes 

du cinquieme ordre, ce qui etait largement suffisant pour le calcul de la paral- 
laxe; mais la valeur que M. Airy en a conclue pour r n'est pas suffisamment 
precise. 

106. Comparaison entre Hansen et Delaunay. — Hansen n*a pas deve- 
loppe les expressions analytiques des coefficients des inegalites, precisement 
pour eviter le peu de convergence des series. Aussi la comparaison des yaleurs 
numeriques auxquelles il est arrive, avec celles de Delaunay, presente-t-elle 
un vif interet. Cette comparaison qui demandait un travail preparatoire, parce 
que les inegalites ne sont pas presentees sous la meme forme dans les deux cas, 
a ete faite parM. S. Newcomb {Astronomical Papers ^ 1. 1, p. Sg-ioy). Ce savant 
astronome a pris ce que deviennent les nombres de Delaunay, quand on emploie 

(*) Airy, Numerical Lunar Theory, London, 1886; in-^ 
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poure, e\ y et — les valeurs adoptees par Hansen et que, en outre, on tient 

compte (les complements probables publics par Delaunay dans les Additions 
a la Connaissance des Temps pour 1869. Voici le resultat de la comparaison pour 
les principales inegalites de la longitude : 

Arguments. Hansen. Delaunay. H.— D. H.— D*. D. — D*. 

D — i25;43 - i25;98 -h o^55 -¥- 0^06 — o^49 

D — /-h/' H- 1,33 -+■ 0,87 -h 0,46 -+-0,46 0,00 

/— /' -^ i48,o2 -I- i48,43 —0,41 -h o,56 -H 0,97 

4D — 2/4-/' — o,36 — 0,67 -^ o,3i -4- o,3i 0,00 

aF — 2/ ■+- 1,09 -i- 1,38 — 0,29 — o,3o — 0,01 

2D — il-\-V -f- 2,52 -H 2.27 -^ o,25 M- 0,65 -+-0,40 

2D — /-f-/' — 28,56 — 28,32 —0,24 -^0,94 -f- 1,18 

aD— /-ha/' — - a, 54 — 2,35 —0,19 — o,32 — o,i3 

D — 2/ — 1,78 — 1,59 —0,19 — o,a8 —0,09 

4D — /-h/' — 0,64 — o,83 H- 0,19 -h 0,19 0,00 

4D — /' -h 1,89 -h 1,71 -^-0,18 -h o,a2 -h 0,04 

2D — 3/ H- 13,19 -^ i3,3a — o,i3 -4-0,04 -4-0,17 

aD — 2/ -H 211,71 -+- 211,84 — o,i3 -h o,a5 -1- o,38 

3D -h o,4i -4- 0,54 — o,i3 — 0,16 — o,o3 

• aD — / -^4586, 56 -+-{586,44 -+- o,ia -+- o,3a -h o,ao 

aD — / — /' -I- ao6,46 -f- 206,34 -+- o,ia — 0,08 — o,ao 

aF — aD — /'.... -f- i,55 -\- i,43 -f- 0,12 -h 0,12 0,00 

4D — aF — / H- 0,22 -f- 0,34 — 0,12 — 0,12 0,00 

3D — / — 3,23 — 3,12 — 0,11 —0,25 —0,14 

4D — 3/ -^ 1,18 H- 1,08 -+- 0,10 -h 0,22 -f- 0,12 

4D-H/ -h 1,98 -h 1,88 -+-0,10 -f- o,ia -1-0,02 

La premiere colonne reproduit les arguments de Delaunay, la seconde les 
coefficients de Hansen, la troisieme ceux de Delaunay, la quatrieme les difife- 
rences Hansen moins Delaunay. La cinquieme colonne renferme les differences 
H. — D*., obtenues sans tenir compte des complements probable^; elles sont 
extraitesdu Tableau plus completque nous avons donne plushaut (p. ii2-ii5); 
enfin la sixieme colonne contient les complements D. — D*. On n'a insere ici 
que les vingt et une inegalites pour lesquelles la difference H. — D. est au moins 
egale a o", 1 en valeur absolue. On voit done que, sur Tensemble des inegalites 
de la longitude, il y en a seulement vingt et une dont les coefficients different 
de o", I ou plus dans les deux theories; sur ces vingt et une differences, qua- 
torze sont comprises entre o",i et o", 2, trois entre o",2 et o",3, une entre o",3 
etc", 4, deux entre o",4 et o", 5, une entre o",5 et o",6. L'accord est en somme 
tres satisfaisant et montre que la faible convergence des series n'a que peu d'in- 
fluence sur les resultats de Delaunay. M. Wilding a effectue la comparaison 
entre les deux theories pour les inegalites de la latitude {Monthly Notices, t. XL; 
1879); Taccord est egalement tres satisfaisant. 

On peul conclure de la, en tenant compte des travaux supplementaires de 
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MM. Hill et Adams, auxquels nous avons deja fait allusion et dont nous parle- 
rons bientot, que les perturbations de la Lune qui proviennent du Soleil, sup- 
pose se mouvoir dans une ellipse invariable, sont maintenant calculees avec 
une precision presque suffisante. Cela est etabli par Theureux accord de deux 
theories entierement differentes. Les ecarts sensibles qui subsistent malheu- 
reusement encore entre les Tables de Hansen et les observations de la Lune 
doivent done avoir une autre source. Delaunay esperait sans doute que sa 
theorie les expliquerait en partie; sa mort prematuree I'a empeche de pour- 
suivre ses recherches dans une autre direction. 

107. Modification possible de la mMhode de Delaunay. — L'un des incon- 
venients les plus sensibles de la methode d'integration adoptee par Delaunay, 
c'est que, comme on Ta vu (p. 228), les elements canoniques L, G, H, qui figu- 
rent dans les equations differentielles, ne serventque d'intermediairespourarri- 
ver aux elements a, e, y, qui figurent dans la fonction perturbatrice et dans les 
expressions finales des coordonnees. Or il serait possible, ainsi que Ta remar- 
que M. Poincare, d'introduire un autre systeme d'elements canoniques, suscep- 
tible d'etre employe en meme temps au developpement de la fonclion pertur- 
batrice. 

Pour Tobtenir, nous partirons de la formule de Jacobi que nous avons 
rappelee plus haut (p. 204), et qui montre qu'on pent passer d'un systeme cano- 
nique a,, 6/ a un autre a,-, ^i a Taide des relations lineaires 

a, =1: <7, ai -h ^,a, 4- q^oi^y Pj =/>s^i 4- ^1 ^1 H- r, 6„ 
flTj = /'i a, + Tj a, 4- Tj a„ P3 z=p^bi-h q^ b^ 4- Tj b^y 

ohpif qif ri sont des coefficients numeriques. Nous en avons deja deduit les rela- 
tions (I*), en faisant usage des coefficients suivants : 

P\y Ply Pzy ply O, O, 

O, 1, O, />i, I, o, 

O, O, I, /?3, O, I. 

Nous aurons, de meme, les relations dont nous avons besoin ici, en prenant 
les coefficients 

1, I, I, I, o, o, 

O, —I, —I, 1, —I, o, 

O, O, —I, I, —I, —I. 

Ces relations sont les suivantes : 

/ a, = ai4- aj-f- a3> Pi = ^i» ^i=Pi, 

(35) !««= — aj — a3» Pj = ^ — ^1, ^» = Pi — (Sj, 

a^=: — «», Pj = ^>, — 6, ^^8, ^3 = (32 — Ps. 
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On voit que, si le systeme a,-, p, represente /, g, h, L, G, H, le systeme rt,-, 6,- 
representera les nouveaux elements 

l-hff-h/i, L, 

-S-h, L-G, 

-A, G-H, 
que nous designerons par 

( >, L, 

(36) |-BT, l», 

X est la longitude moyenne, cr la longitude du perihelie, h la longitude du 
noeud; ensuile 

p=(,_V^-Zr7i)L=^e'(, + ^e»+le* + ...)L. 

Les arguments de la fonction perturbatrice, qui dependent de /, g, h, /', g, h', 
pourront etre facilement exprimes en fonction de X, ts, h, X', tar', k'; mais la 
transformation des coefficients ne pourra se faire aussi simplement, car on aura 

, P P' , Q 

d'oii 

I — /^ ( JL ?'_ ^ 
^-\ lV 4l 32l» •••;' 
/Q / P 3 P» \ 

On conQoit cependant que la methode d'integration puisse s^appliquer aux 
elements canoniques qui viennent d'etre defmis. 

Si, maintenant, nous avons recours au theoreme en vertu duquel deux ele- 
ments canoniques a, b peuvent etre remplaces par v^cosft, V^asinfe, ou, ce 
qui revient au meme, par — v^2asin6, -+- yf2acosb, il est facile de voir qu'a la 
place du syslfeme (36) nous pouvons employer le suivant : 

X, L, 

(89) I 5 = v^2P costJ, yj =: v^aP sintj. 
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On aurait d'ailleurs 

_ecosGy esincj •/ ycosh ysin/i 



Des relations 



V/2P ? -0 v^2Q /> ^ 

rapprochees des formules (38), M. Poincare conclut que ecostar, esinny, ycosA, 
ysinA sont developpables suivant les puissances de $, y],/?, y, et que la fonc- 
tion perturbatrice est developpable suivant les puissances de 5> ^» ft q* $'» V» 
/?', y'; elle pent etre amenee a la forme 

oil N depend de L, L'. Mais cetle forme ne se prete plus a la methode d'integra- 
tion precedemment developpee. 
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CHAPITRE XIII. 

ACC£l£RATION StCULAIRE DE LA LUNE, 



108. Dicouverte de racc^l^ration s^culaire. — La Lune est le seul astre 
pour lequel les observations aient mis en evidence une acceleration seculaire. 
Pour les planetes, la longitude heliocentrique pent se mettre sous la forme 

L = c-h n^t-hpy p = V B sin ((3^ -4- {3'), 

ou c, n^, B, ^ et ^' designent des constantes. II en resulte que, si Ton considere 
trois epoques aussi distantes que possible, t^, t^ et t^^ t^ < /,< ^a, on aura, en 
mettant aux lettres L et p les indices correspondants, 

Lo = c-h /io^o+po> Li = c 4- n^t^-\- pi, L, = c* 4- /io ^i -H pj, 

d'oii 

L, — p,— (Lq— po) La— p >— (Li — p i)^ 

c'est ainsi qu'on determine reellement z?©. Or, dans le cas de la Lune, les deux 
valeurs ainsi trouvees pour /i^ sont differentes; la seconde est plus grande que 
la premiere; le moyen mouvement de la Lune va done en s'accelerant. On 
obtiendra cet effet en supposant que Texpression de la longitude de la Lune 
contienne un terme proportionnel au carre du temps, que nous representerons 

par (J ( — j = (jS^, t designant le temps compte en annees juliennes de 365^ aS 

et S le nombre de siecles correspondant. On aurait done 

a est ce que Ton nomme le coefficient de V acceleration seculaire. 
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Cette in^galite importante a 6te decouverte parHalley (*) qui utilisa quel- 
ques-unes des anciennes eclipses de Lune de VAlmagesie, d'autres eclipses ob- 
servees par les Arabes vers la fin du ix* siecle, et enfin les observations de son 
temps. II avait ainsi les trois epoques t^, t^ et t^. En outre, /, se trouvait tenir a 
peu pres le milieu entre t^ et t^. Halley obtint dans le second intervalle une 
valeur de w^ plus grande que dans le premier. II constata ainsi I'acceleration, 
mais sans pouvoir en fixer la grandeur. 

Pour trouver une premiere evaluation de (j, il faut attendre plus d'un demi- 
siecle. Dunthorne (^) obtient a = lo". A peu pres dans le meme temps, et d'une 
maniere independante, Tobie Mayer s'occupa de la meme question, en vue de 
donner a ses Tables de la Lune la plus grande precision possible, et il trouva 
(J = 6", 7. Ces Tables parurent en 1752; une seconde Edition fut publiee apres 
la mort de Tauteur, en 1770, d'apres le manuscrit laisse par lui; layaleur de 
Tacceleration seculaire y est portee a 9", sans que Ton sache pour quelle raison 
il a augmente ainsi de 2^,3 la valeur primitivement adoptee. Lalande a repris le 
meme sujet (') et donne a= 9", 886. 

Les differences entre les determinations precedentes tiennent a ce que les 
auteurs n'emploient qu'une partie des eclipses de Ptolemee, une ou trois par 
exemple surdix-neuf, de meme pour les eclipses des Arabes; enfin les Tables 
lunaires dont ils se servent sont differentes, et il faut que ces Tables donnent 
pour Tensemble des inegalites p6riodiques de la Lune une valeur assez exacte. 
Nous verrons dans un autre Chapitre a quelle valeur on est conduit quand on 
utilise tout le materiel dont on dispose et que Ton a recours aux meilleures 
Tables de la Lune. 

Quoi qu'il en soit, Tensemble des recherches de Dunthorne, Tobie Mayer et 
Lalande mettait hors de doute Texistence meme de I'acceleration, et permettait 
de lui assigner une valeur comprise entre 6", 7 et 10". 

109. Explication th^orique de racc^Uration seculaire. — Lagrange, qui 
avait cherche vainement k se rendre compte par la theorie du fait de Taccelera- 
tion seculaire, emit des doutes sur sa realite, trouvant les anciennes observa- 
tions trop vagues et trop discordantes pour qu'on en puisse tirer des donnees 
precises. Laplace, de son cote, crut un instant que Ton pourrait expliquer le 
phenomene, en admettant que la transmission de Tattraction, de la Terre a la 
Lune, ne soit pas instantanee. II fit remarquer aussi qu'un ralentissement dans 
la duree de la rotation de la Terre sur elle-meme, ne fut-il que de o%oi depuis 



(*) Transactions philosophiques de la SocUte royale de LondreSy n'SOi; 1693. 

(*)/6wf., n»492; 1749 

(') M^moires de I'Acadimie des Sciences de Paris ^ '757. 

T. - in. 3 1 
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Hipparque, produirait une acceleration seculaire superieure a lo"; mais il res- 
tait a assigner une cause a cette variation du jour sideral. 

En 1783, Lagrange revient encore sur la question et fait voir que les varia- 
tions seculaires de Texcentricite et de I'inclinaison d'une planete peuvent pro- 
duire une equation seculaire dans la longitude d'un astre voisin. Faisant Tap- 
plication de sa theorie aux actions reciproques de Jupiter et de Saturne, il 
n'obtient que des resultats negligeables, et, par une conclusion trop hative, il 
admit qu'il en serait de meme de tons les autres corps de notre systeme; il se 
laissa ainsi enlever par Laplace Thonneur d'une decouverle contenue implici- 
tement dans ses formules. 

C'est en travaillant a la theorie des satellites de Jupiter que Laplace fut mis 
sur la voie de Texplication cherchee; il reconnut qu'une variation seculaire, 
dans Texcentricite de Torbite de Jupiter, produisait une acceleration dans les 
moyens mouvements des satellites. En transportant les resultats a la Terre, il 
obtint un terme en /^ dans la longitude de la Lune (voir p. 107). 

Nous aliens calculer ce terme en employant la methode de la variation des 
constantes arbitraires. On a, en designant par n, / et e le moyen mouvement, la 
longitude moyenne de la Lune et celle de Tepoque, 



(i) l = e-\- j ndt, 



dl dz 

dt='"^dt' 



Le moyen mouvement n se compose d'une partie constante n^ et de termes 

de 
p6riodiques. Quant a ^y nous avons trouve, dans le Chapitre IX, p. 146, 

quand on aura remplace cp et 0, e et tar par leurs valeurs (D) et (D,), pages i52 

dt 

dt 

^'^ ( 3 „ \ 
( I-+- -e'*-4-... ) 



de 
et i54, on trouvera que -j se compose de termes periodiques et de la portion 



qui serait constante s'il en etait de meme de e'. Mais on sait que, en vertu de 
Tattraction desplanetes, Texcentricite e' de Torbite terrestre varie lentement. 
La loi de cette variation est compliquee; toutefois, pendant un assez grand 
nombre de sifecles, on pent {Annales de VObservatoire^ t. IV, p. 102) se borner a 

e'=ie'^ — at, 60 = 0,016771, a =4- 0,000 000 4245, 
oil / est compte en annees juliennes a partir de i85o,o. On voit que e' diminue 
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lentement, parce que a est positif et tres petit, et que, si Ton neglige a*, 
^ comprendra une serie de termes periodiques, la partie constante 

et le terme 

no ^ 

En integrant et portant dans (i), on voit que / se composera d'une serie de 
termes periodiques et de la portion 



3 n'* 

2 /Iq 



oil Ton a fait 



Viooj 



No= /io^- <'» o' = i5ooo — ejja= iSooom'^o/ioa. 

no 



Cette valeur de g- est positive, et e'est bien une acceleration qui se trouve 
realisee. Laplace trouva pour a le nombre ii", i35, qu'il reduisit plus tard 
a id", 1 8, par suite d'une modification dans les masses de Mars et de Venus; 
avec les masses admises aujourd'hui, il auraitobtenu io",66. On voit que Laplace 
etait arrive presque exactement au nombre de Dunthorne et de Lalande, On 
fut ainsi conduit naturellement a admettre la valeur theorique de Tacceleration 
seculaire, et, k partir de la publication du Tome III de la Mdcanique cdleste, on 
la fixa a lo", et c'est cette valeur qui fut introduite dans les Tables de Burg et 
de Burckhardt* 

Une reflexion importante doit etre faite ici : I'observation avait devance la 
theorie dans la decouverte de I'acceleration seculaire; mais la theorie va prendre 
sa revanche en nous montrant comment se passeront les choses dans I'avenir le 
plus recule. On sait, en effect, par la theorie des in6galites seculaires, que I'ex- 
centricite e' ne diminuera pas toujours; dans 24000 ans environ, elle aura 
atteint son minimum et commencera a augmenter, variant ainsi periodique- 
ment dans un cycle immense. II est done prouve par la meme que le moyen 
mouvement de la Lune n'augmentera pas toujours, et qu'il finira par diminuer, 
repassant a la longue par les memes grandeurs, de part et d'autre d'une valeur 
moyenne. 

Laplace montra aussi, comme nous I'avons dcja vu, pages 102 et 104 de ce Vo- 
lume, que la diminution seculaire de e' produit des variations seculaires dans les 
mouvements du perigee et du noeud de la Lune, et il en determina les expressions. 
Pour juger de Tamelioration que la variation seculaire du perigee, indiquee par 
sa theorie, introduirait dans les Tables, il pria Bouvard de comparer a ces Ta- 
bles les anciennes observations d'eclipses, en negligeant d'abord la variation du 
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perigee et, ensuite, en en tenant compte. Les resultats obtenus par Bouvard sont 
consignes dans un Tableau insere dans les Additions a la Connaissance des 
Temps pour Van VIII; on y volt que les erreurs des Tables sont ameliorees sensi- 
blement par rintroduction de la variation seculaire du perigee. 

Apres Laplace, Plana avait calcule avec plus d'exactitude le coefficient de 

e^n^oLt^ dans la longitude de la Lune; au terme unique -h-m^, il en avait 

ajoute vingt-sept autres plus petits, et Tensemble lui avait donne g-= lo^jfiS. 
Damoiseau avait obtenu de son cote io",72; c'etait, en somme, la confirmation 
du resultat de Laplace. 

110. Recherches sur les Eclipses chronologiques. — La question histo- 
rique, delaissee pendant longtemps, entra dans une phase nouvelle lorsque 
Baily eut signale en i8ii, dans les eclipses totales de Soleil, un nouveau et 
precieux moyen de controle pour les Tables de la Lune. Voici dans quel sens : 
les historiens de I'antiquite, a partir du v*^ siecle avant Tere chretienne, nous 
ont transmis des recits plus ou moins nets d'eclipses totales de Soleil qui se- 
raient arrivees en certains lieux, presque toujours au moment d'evenements 
historiques d'une grande importance, mais sans faire connaltre Theure du phe- 
nomfene, ni le jour, ni meme Tannee, le plus souvent. 11 y a done, entre ces 
eclipses de Soleil et celles que nous avons mentionnees jusqu'ici, une difference 
importante; les dcrnieres seules sont rapportees a une date precise et meme a 
une heure determinee. 

Cependant, si Ton a egard a ce fait connu que, dans chaque eclipse de Soleil, 
les regions de la Terre recouvertes par Tombre pure de la Lune (zones de la 
totalite) forment une bande tres etroite; si Ton se rappelle que, en un lieu 
donne, les eclipses totales de Soleil sont tres rares, qu'a Paris, par exemple, 
on n'en aura vu qu'une pendant toute la duree des xviii* et xix* siecles, qu'a 
Londres on a ete pendant cinq cent soixante-quinze ans sans en observer une 
seule, depuis ii4o jusqu'en lyiS, et que, depuis T^clipse de lyiS, on n'y en a 
pas vu d'autres; on comprend que, si Ton savait positivement qu'en un lieu 
donne de la Terre on a observe une eclipse totale de Soleil, a une epoque non 
exactement fixee, mais cependant comprise entre des limites de temps pas trop 
espacees, on comprend, disons-nous, qu'on en puisse tirer des conclusions pre- 
cises sur les valeurs de certains elements de Torbite lunaire a cette epoque et 
en particulier sur le moyen mouvement correspondant. En supposant a cette 
derniere quantite une variation tres faible, Teclipse calculee par les Tables 
pent cesser d'avoir ete totale aii lieu considere. II pent se faire toutefois qu'il 
y ait lieu de faire varier d'autres Elements, que la question de la date inconnue 
joue tout de meme un role, que la position du lieu d'observation n'ait pas 6te 
nettement indiquee, et qu'enfin le vague des recits et la fable qui tend a se 
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meler aux grands evenements correspondants ne permettent pas toujours de 
savoir si Ton a eu reellement affaire a une eclipse totale de Soleil. Les erreurs 
des Tables peuvent jouer aussi un role important, et Ton congoit que la methode 
donne dans la realite moins qu'elle ne semblait promettre. 

Quoi qu'il en soit, ces recherches interessantes, inaugurees par Baily, ont 
ete poursuivies avec sagacite par Airy {Transactions philosophiques de i853 
et Memoires de la Societe royale aslronomique de Londres, t. XXVI; iSSy), ct 
Tautorite qui s'attache a tous les travaux de cet astronome eminent leur a 
donne une grande importance. Nous reviendrons en detail, dans la suite, 
sur les eclipses chronologiques. Bornons-nous, pour le moment, a dire que 
leur consideration a conduit Airy, dans son Memoire de i853, a donner a 
Tacceleration seculaire la valeur io",72; dans son travail de iSSy, oil il s'est 
servi des nouvclles Tables de Hansen, il a meme porte ce nombre a 12", i8, 
ajoutant qu'avec i3" on aurait encore une representation plus satisfaisante de 
deux des eclipses en question. 

D'autre part, Hansen a calcule a plusieurs reprises, par sa 'theorie, la valeur 
de Tacceleration seculaire, et il a trouve successivement 1 1",93 {Astron. Nachr., 
n^ 443; 1842), ii",47 {Astron. Nachr., n« 597; 1847), 12^18 {Tables de la 
Lune^ publiees en 1857) et enfin 12", 56 {Darlegung, t. II; 1864). 

II y avait done la un nouvel ensemble de recherches fondees sur la theorie et 
sur les anciennes eclipses, lendant a montrer que le nombre de Laplace etait 
trop petit et devait etre porte a 12", sinon a i3". 

ill. Recherches thioriques d' Adams et de Delaunay. — Ici se pre- 
sente un fait curieux dans Thistoire de la Science. Presque a la meme epoque 
ou Hansen et Airy augmentaient le nombre de Laplace, Adams prouvait qu'il 
devait etre diminue. 

Dans un Memoire (*) lu a la Societe royale de Londres le 6 juin i853, 
Adams mon trait en effet que Plana et Damoiseau, quand ils avaient voulu 
determiner Tacceleration seculaire avec plus de precision que Laplace, avaient 
commis une grave erreur en integrant les equations differentielles comme si e' 
etait constant, et se bornant a remplacer e' par sa valeur en fonction du temps, 
une fois les integrations effectuees; cela n'est permis que dans la premiere 
approximation. Adams integre en tenant compte de la variabilite de e\ et il 
trouve pour le coefficient de ^e^n^at^ ou, ce qui revient au meme, pour le 

coefficient de Tintegrale / {e^ — e'^) n^ dt^ la valeur 

r'--g-'"' 

(») Transactions philosophiques, p. 897; ann6e i853. 
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tandis que Plana avait obtenu 

3 , 2187 , 
2 128 

soit un coefficient de m* trois fois trop faible. Le nouveau terme en m* dimi- 
nuait de i",66 environ Facceleration de Laplace. Adams disait, en termi- 
nant son Memoire : « Ce resultat sert a donner une idee de Timportance nume- 
rique des nouveaux termes qui doivent etre ajoutes a la valeur adoptee pour 
Tacceleration seculaire et ne differera probablement pas beaucoup de la cor- 
rection complete, bien que, pour obtenir une valeur suffisamment precise pour 
etre employee dans le calcul des anciennes eclipses, les approximations doivent 
etre poussees beaucoup plus loin. » 

Plana, qui se trouvait directement mis en cause, examina de nouveau la 
question. Dans un Memoire imprime en i856, il reconnut que sa theorie etait 
inexacte, et, en la corrigeant, il trouva d'abord pour le terme en m* le meme 
coefficient qu'Adams; mais bientot il revint sur son calcul et s'arreta a une 
valeur du terme en m" qui differait a la fois de celle qu'il lui avait attribuee 
dans son grand Ouvrage et de celle qu'Adams avait trouvee de son cote. 

La question etait ainsi en suspens quand Delaunay vint a s'en occuper, en 
suivant une methode differente de celles qui avaient ete employees avant lui. 
Poussant d'abord le calcul de Tacceleration seculaire jusqu'au terme en m*, il 

retrouva (*) identiquement pour ce terme la valeur g^ m*. Adams publia 

aussitot (*) les valeurs qu'il avait obtenues depuis quelque temps pour les 
termes en m*, m* et m? \ en meme temps, il fit voir que Tensemble de ses 
recherches reduisait Tacceleration a 5", 7. Bientot apres, Delaunay donna (') 
I'expression complete a laquelle il etait arrive pour le coefficient de Tintegrale 

i{el^ e'^)n^dt, en poussant Tapproximation jusqu'aux quantites du hui- 

tieme ordre, expression qui renfermait quarante-deux termes distincls et dans 
laquelle il avait retrouve exactement tons les nouveaux termes d'Adams. Par 
suite de Tensemble de ces quarante-deux termes, la valeur de Tacceleration se 
trouvait portee k 6", 1 1 . 

Ces resultats furent vivement combattus par de Pontecoulant, mais par des 
arguments depourvus de toute valeur et auxquels il est inutile de s'arreter 
aujourd'hui. Plana finit par reconnaitre definitivement son erreur, et le coeffi- 
cient de /w* fut encore confirme par Lubbock {Memoires de la Societe royale 
astronomique de Londres^ t. XXX) et parM. Cayley {Monthly Notices ^ t. XXII). 

(*) Comptes rendus, t. XLVIII, 17 Janvier 1859. 
(») Ibid,, 3 1 Janvier 18 59. 
(») Ihid,t 25 avril i85g. 
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Pendant plusieurs annees, Hansen affirma que ses calculs theoriques lui 
(lonnaient ii" ou iS". Cependant, a la fin, il reconnut qu'il avait commis une 
m^prise analogue a celle de Plana et declara que les calculs numeriques 
d'Adams etaient exacts \Leitre a M. Warren de la Rue {Comptes rendus, t. LXII, 
p. 704 et suiv.)]; neanmoins il soutint toujours que les eclipses chronologi- 
ques, qui etaient bien representees avec une acceleration de 12" ou 13", ces- 
saient de I'etre avec le nouveau chiffre de 6". 

Toutefois, la question est tranchee sur un point important; la cause decou- 
verte par Laplace donne lieu, quand on fait les calculs completement, a une 
acceleration de 6", 1 1 . 

II peut paraitre surprenant que Laplace n'ait pas songe a calculer le terme 
en m* ; c'est peut-etre a cause de Taccord presque complet que presenta le resul- 
tat de son calcul avec la valeur donnee par Lalande. 

Voici, a titre de document, pour donner une id6e de la convergence de la 
serie, quelques-uns des termes calcules par Delaunay (Comptes rendusy t. XLVIII, 
p. 825) : 

Terme en m* -hio'659 

» m' » 

» m^ — 9., 343 

» m* — 1,582 

» m« — ^,711 

» m' — 0,247 

» m' — o , 062 

On voit que le premier terme est positif; il est suivi d'une s6rie de termes 
negatifs qui convergent lentement et dont I'ensemble forme presque la moi- 
i\k du premier; il y a une certaine analogic avec ce qui s'est passe pour le 
perigee. 

Delaunay a effectue ce calcul complet en suivant sa propre methode. ( Voir 
les indications du calcul dans les Additions a la Connaissance des Temps pour 
1 861.) Delaunay a aussi retrouve (*) les termes en m* d'une fagon trfes 
simple, en suivant la methode de Poisson (voir\^. 141 de ce Volume); c'est ce 
calcul tres simple que nous allons exposer maintenant. 

112. Demonstration de Delaunay. — Nous partons do la formule (8), 
p. 145, qui donne 

(^\ c//_^ 2 dK ^ e d^ ^ (f dR 

^ ' dt na da 2 na* de 2 no} d^ 



(1) Additions a la Connaissance des Temps pour 1862. 
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Si Ton y mettait pour R sa valeur, on trouverait comme precedemment dans 

^ le terme e'^. Pour avoir une precision plus grande, il faut proceder a 

la seconde approximation. La premiere approximation a donne les divers ele- 
ments de la Lune sous la forme/? + S,/?; nous devrons mettre ces valeurs dans 
le second membre de Tequation (3) et proceder a une seconde approximation, 
et ainsi de suite. Chaque approximation nouvelle introduira de nouveaux 
termes en e'^, avec un facteurn'^ de plus; Texposant de n! mesurera done en 
quelque sorte Tordre de I'approximation. Reportons-nous a I'expression de R, 
page 189, et considerons ses divers arguments. On pent se demander quelles 
combinaisons de ces arguments deux a deux pourront amener une partie non 

periodique dans ji a la seconde approximation. Soil Acosa un terme trouve 

a la premiere approximation dans ^; Aetaserontdesfonctions des elements/?; 

pour la seconde approximation, nous remplacerons/? par/? h- S,/? et nous deve- 
lopperons par la serie de Taylor, en nous bornant a la premiere puissance 
des S|/?. Le terme Acosa se trouvera ainsi angmente de 

dk ^ . . doL ^ 

cosa-T- 0,/? — Asma-T-o,i?; 
dp ^ dp '^ ' 

done, si S,/? contient des termes de la forme B *"p, on trouvera, en substi- 



cos' 



sm ^ 



tuant, des termes en (a ± P) dont il faudra prendre seulement les parties 
non periodiques. Les arguments de R dependent de 

/, /' designant ici les longitudes moyennes, que Delaunay represente par 
l-h g-h h, /'-h^^- A', ou /^-GT, /'4-cj'; les termes qui dependrontdesquatre 
premiferes quantites auront des periodes courtes, relativement aux periodes 
que nous considerons ici. Nous ne devrons done garder dans les termes en 

^''^(a ±. P) que ceux oil Targument est egal a o ou a un multiple de gj'. Mais, 

dans a et p, la somme algebrique des coefficients de /, tar, 0, /', tar' est nulle, et 
il en sera de meme dans a zh p qui, par suite, ne pourra pas se reduire a un 

multiple de tar'. Done, pour que le terme (a db P) ne soit pas periodique, il 

faut qu*on ait a = ± p; par suite, chaque argument doit etre combine seule- 
ment avec lui-meme. 
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Quels termes de R faudra-t-il prendre? Des termes en Jl>e'-Mft>e"H- . . . , que 
I'on reduira a xe\ et des termes en c11.'h- ift>'e'^4- e'e'*-ih... , que Ton reduira 
a jio'-*- aJb'e'^; carlecarre du coefficient contiendra, dans le premier cas, le terme 
X*e'^ et, dans le second, le terme 2X'ySi>'e'^. Si Ton se reporte a I'expression 
de R, on verra des lors que Ton doit la reduire a 

R = /i'«a* 

(0) x[i-^r" 

(1) +Q-l^e"'yos{2l-2l') 

(II) -|e'cos(a/— /' — cj') 

(III) -4-^e'cos(2/-3/'+nj') 

(IV) —(^e+^ee'*\cos{t — Js) 

(V) _?ee'cos(/4-/'-Bi — ro') 

4 

(VI) -^ee'cos{l-l'-m + m') 

(VII) -f2e-^ee'*\cos{l-2l'+Ts) 

(VIII) ^./'|e-^ee'»)cos(3/-2/'-cj) 

(IX) +9ec'cos(/-/'+oj-ro') 

O 

(X) _^ce'cos(/-3/' + «0 + BT') 

(XI) _|ce'cos(3/-/' — oj — BJ') 

(XII) +^ee'cos(3/— 3f-BJ + Bj') 

O 

(XIII) 4-|e'cos(/'-cj')1. 

On a donne des numeros aux diverses parties. Comme on doit combiner clia- 
cun des termes avec lui-meme, il en resulte qu'on pent les considerer separe- 
ment. 

Considerons d'abord la partie 



(0) = «"a«(^ +!«'•), 



T. — III, 32 
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qui, portee dans la formule (3), donnera 



dl n'^ f 3 ,\ 

dt n \ 2 y 



il faudra, dans le second membre, remplacer n par /i-hS, /i; or ce second 
membre ne contenant pas £, on a S, ai = o. II n'y aura done pas de changement, 
et la portion (0) ne nous donnera que ce que nous avions trouve dans la pre- 
miere approximation, savoir 



3 n'^ „ 
2 n 



113, Nous allons traitor ensemble les parties (I), (II) et(III), que Ton pent 
comprendre dans la forme 

(4) R=:/i'»a«Acos(2/4-a). 

A et a ne dependent pas des elements de la Lune. Ce sont neanmoins des fonc- 
tions du temps, A a cause de e\ ol a cause de /' et tar'; le coefficient de / dans a, 
n\ 2/i'ou 3/i', est petit par rapport au coefficient in de t dans 2/, et nous pour- 
rons negliger le premier par rapport au second, dans les integrations que nous 
allons effectuer. Nous aurons, par (3) et (4)» 

(5) — =/i — 4 — A cos (2 /-+-«). 
II faut calculer 

5, /i=- A f^dc = 6n'^ fAs'in{2l-h(x)dt. 

Integrons par parlies, en prenant 2/1 pour coefficient dans 2/-1- a, et nous 
aurons 

Oj /i — Acos(2/H-a) H / cos (2 1 -h ol) -y- dt ; 

n n J ^ ' dt ^ 



A est fonction de /, mais varie avec une extreme lenteur. On pent admettre 
dk 
dt 



que -^ est constant, et il en resulte 



Oin = A cos (2 /-+-«) H ;• -77sm(2/4-a). 

n ^ ' 2n} dt ^ ' 



Calculous S|/; la formule (5) donne 
d8,l_. 4/i' 



^j~ zndxfl Acos(2/4- a), 
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d'oii, en rempIaQant S, n par sa valeur, 

—17- =—- A cos (2/-+- CfL)-\ r --TrSin(2/H-a), 

at n ' in} at ^ 

et, en operant comme precedemment et reduisant, 

(6) 5,/=:— ^^Asin(2/4-a) r -7TC0s(2/4-a). 

in} ^ ' in^ at 

II faut aussi avoir Z^n et, pour cela, remplacer, dans la formule 

-— =:6/i'*Asin(2/-H a), 



/ par / + S| /, ce qui donne 



dt 



i2n'*Acos(2/4- a) 3,/; 



rempIaQons %^ I par sa valeur (6) et ne gardons dans —]^ que la partie non 
p^riodique; nous trouverons 

d^^n _ i5/i^^ ^A 
dt '~ n^ dt' 

2/1* 

Revenons a la formule (5); augmentons-y ai de Oa/i et / de S, /, et ne con- 
servons que les termes non periodiques; nous trouverons 

d,/i4- -^-T-Acos(2/-i- a)5l/^^ A sin(2/-i- a) o, /, 

n^ ^ n ^ 

ce qui se reduit a 

2 /i' /i' /^' 2/1* 

Pour tenir compte des termes (1), (II) et (HI), il suffit de donner, dans Tex- 
pression precedente, a A les valeurs 

3 i5 ,j 3 , 21 , 
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On trouve ainsi les parties 



CHAPITRE XIII. 



32 /l» 



128 n} 



_ 24255 nT^ ,, 
128 71'^ 



/4 

On peut remarquer des a present que les coefficients de -^e'^ sont conside- 
rables. 

Les termes (IV) a (XII) sont compris dans la forme 



(7) 



R =:n'*a*eAcos//, u •= il -\- m -\- a, 



A et a etant des fonctions de /, independantes des elements de la Lune. Les for- 
mules (3) et (7) donnent 



(8) 

on a aussi 

(9) 

d'ou 



-y^zzin— '- e\ cos u ; 

at in 



dn 9 . r, A . 
at 



$1 n =: 3in'*e I Asinudt; 



en integrant par parlies et remarquant que le coefficient de t dans u differe 

peu de i/i, il vient 

. 3/i'2 ^ 3/i'* dA . 

0, n =: eA cos u H — r-r e -7- sm «. 

n in} dt 

La formule (8) nous donnera 

d^a . 7/j'« 
— -— = d, /I — ^^ — eA cos 1/ ; 
dt in ' 



en remplacant S| n par sa valeur precedents on voit que S| / contiendra e en 

rfe . dm 
'dt ^^ di 



facteur dans toutesses parties. Lesformulesconnues donnant ^ et ^ peuvent 



6tre reduites k 
et donnent 



de^ 
dt 



de 



I (^R 



na^e dxs 



dm _ I ^ 



dm n'^ 



,, = — Asini/, e —r =1 — Acosw, 
dt n dt n 
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d^oii 

0| e = — -r-z A cos u 4- -7^—= ~7- sm m, 
£/i* e*/i» dt 

ed|nj=: -r-; A Sinw -+- -TT— r -7-COS//. 

Passons a S,^; 'a formule (9) donne 



dS^n 



dt 



On peut supprimer S< /, car, d'apres ce qu'on a dit plus haut, eS, / contiendrait 
e^ en facteur. et nous ne cherchons que des termes en e'^ et non en e^e'^; en 
remplaQant en outre S, e et 8, tar par leurs valeurs precedentes, on trouve 



dS^n 3 /i'* ^A . 3 /i'* , 

—-77— = - — T A -77 > Oj 71 = — : — ^ A', 

dt I n^ dt 11 n} 



La formule (8) nous donne enfin 

— ~- =i5jn4- ^ — rO| we A COS//—- ^^ — 0, eAcosw -+- ~ — Asinweo, TiJ, 



dt ' 2/2* * an 



d'oii, avec les valeurs precedentes de S, /i, Sg^t 8« ^> e8,tar, negligeant e^ et ne 
conservant que les parties non periodiques, 



^3, /_ n 

dt 



^^A'l'^ + ^ + ^W^-A' 



II n'y a plus qu'a donner dans cette expression a 1 et A les valeurs suivantes, 
qui correspondent aux termes (IV) a (XII), 



— 1 






— 3 



A. 


I. 


A. 


-(M-) 


H- I 


1^ 


3 , 

-r 


-+- I 


63 , 


3 , 




3 , 


-r 


— 3 


-8'' 


-d-^") 


— 3 


21 , 


3 '5,-1 






4-T''' 
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On trouve ainsi ces diverses parties de —f-y 



,5 «'* 

4 «'^ 




aoaS 
i6 






. 19845 
' 64 


p' 



It IICO uc 


dt ' 


45 
16 






^16 


p' 




i5 

64 


-.'■' 



-H^«'. 



16 /l» 



4o5 n;* 
64 n» 



64 /I' 



II reste a tenrr compte du terme (XIII), qui donne 

R=7/i'«a«e'cos(/'-w'), ^^ =. ,1 _ i^ e'cos(/'~T;y'), 
4 ^ ' at n ^ ' 



dn 
dl 



= o. 



On a done 



dj /I = O, dj /I = o, 



^3,/ 
€/^ 



= 0. 



En reunissant toutes les parties 



, on trouve 



(10) 



On a d'ailleurs 



5,/ 



dt 
dt 



3 n^ 
2 n 



3675/1'* 
"64" /i' ' 



2 /^ \ '62 n^ J 



1225 n'* , 



done le nouveau terme diminue de plus de ^ le eoefficient de Laplaee. 11 arrive 
iei une ehose analogue a ce qu'a rencontre Clairaut pour le mouvement du 
perigee. La serie qui donne Taceeleration seeulaire a sa partie principale or- 
donnee suivant les puissances de m; cette serie converge tres lentement, et Ton 
eommet une erreur notable quand on s'arrete au premier terme, comme Tavait 

fait Laplace. Si nous reunissons les valeurs de -^ et -^' nous trouverons 



ddl /i'« / 3 n'* 3675 /i'*\ „ 

dt n \ 2 n* 64 /I* / 
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d'oii, en faisant 



n Hi 



/iz=:n,(i-+- m*), 

dsi , ,x r 3 ,, ,, 3675 ;i „ 

-J- =:/^^-+-/^l(l-hm*) m«(i — am*) -^ -^ ^ ^ ♦ 

^^^ / 3 , 3771 A ,, 

Adams, dans son Memoire deja cite, a donne encore le terme suivant 

dU / 3 , 3771 , 34047 A 

Le lecteur pourra consulter avec fruit le tome XL des Monthly Notices, p. 472, 
oil Adams etablit assez simplement la formule (11); le Tome LXXII des 
Comptesrendus, p. 49^> oil Delaunay donne I'expression definitive et tres com- 
plete de Tacceleration seculaire; la These de M. P. Puiseux {Annales de Vilcole 
Normale; 1879), oil la demonstration precedenle de Delaunay, fondee sur la 
methode de Poisson, est elendue aux termes en m* ou m*. 

M. V. Puiseux (^Memoires presentes par divers savants a V Academic des Sciences^ 
t. XXI; 1875) avait pense que la diminution seculaire de I'inclinaison y' de 
Tecliptique sur une ecliptique fixe pourrait produire aussi un effet sensible 
sur I'acceleration du moyen mouvement; c'est ce qu'avaient deja dit Plana et 
Carlini {voir un Rapport de Laplace dans les Additions a la Connaissance des 
Temps pour 1823). Le resultat des longs calculs de M. V. Puiseux a ete negatif; 
il y a un grand nombre de termes dont quelques-uns pris isolement seraient 
tres sensibles; mais, quand on fait la somme, ils se detruisent presque exac- 
tement. 

L'acceleration seculaire, qui est produite par la variation de e' causee par 
Taction des planetes, n'est done pas affectee d'une fa?on sensible par la varia- 
tion correspondante de y'. Elle ne doit pas Tetre non plus par le deplacement 
progressif du noeud de I'orbite terrestre, car la longitude de ce noeud disparait 
de la fonction perturbatrice quand on y fait ^ =0^ ce qu'il estpermis de sup- 
poser. Reste a examiner le deplacement du perihelie de I'orbite terrestre, que 
Lagrange avait signale comme pouvant produire aussi une equation seculaire 
de la Lune. Mais un coup d'oeil jete sur la fonction perturbatrice montre qu'il 
n'en est rien; la longitude gt' du perihelie n'entre en effet que dans les termes 
periodiques, et, si Ton suppose y'= o, xs' se trouvera partout associe aux lon- 
gitudes de la Terre et de la Lune, qui ont une variation beaucoup plus rapide. 
Le seul effet du deplacement du perihelie sera done de modifier legerement 
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les periodes des inegalites de la Lune, et il ne peut en resulter d'equations se- 
culaires dans la longitude. 

On peut enfin se demander quelle serait, sur racceleration seculaire, Tin- 
fluence du terme en t^ produite par la variabilite de e'. M. P. Puiseux, dans la 
These deja citee, a examine la question et il a montre que le terme en /* modi- 
fierait seulement de quatre ou cinq minutes les epoques des eclipses chronolo- 
giques; or ces eclipses sont affectees d'une erreur au moins aussi grande. 
La consideration du terme en t^ dans la longitude de la Lune est done inutile 
au moins a Tepoque actuelle. 

Enfin il y avait lieu de voir si, en tenant compte de la variabilite de e' dans 
rintegration des equations differentielles, on trouverait des changements appre- 
ciables dans les termes en i^ trouves par Laplace dans les longitudes du peri- 
gee et du noeud de la Lune, comme cela etait arrive pour la longitude moyenne. 

Delaunay a examine la question (Comptes rendus, t. XLIX) et il a trouve pour 
le coefficient de /^, contenu dans la longitude du perigee lunaire, les diverses 
parties suivantes en m^, /n', . . . : 

^'' - 7';994 

w' — i3,7o3 

/«* — 9>546 

/w» — 6,177 

m^ — 2,489 

II aurait fallu aller encore plus loin pour avoir toute la precision desirable. 
Toutefois, d'apres Failure des trois derniers nombres, Delaunay suppose que 

le suivant ne depasserait pas o", 5 ; il prend finalement — 4o", o ( — j pour la di- 
minution seculaire du perigee. Damoiseau avait adopte — 39^,7 et Hansen a 
employe successivement les valours — 39", 18, — 36", 3 1 et — 37", 25; le chan- 
gement apporte au nombre de Damoiseau est presque insensible. 
Pour le noeud, Delaunay obtient 

''*' -+- 7^994 

m» — 0,548 

m* — 0,462 

m* — 0,216 

/«• 4- o , 084 

II adopte pour le total -h 6'',8 ( — j ; Damoiseau avait trouve •+- 6", 56; Hansen 
-h6",48 et -i-7%o7. 
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CHAPITRE XIV. 

RECHERCHES DE M. HILL SUR LA VARIATION. 



H4. Les recherches dont il s'agit ont etc publiees dans VAmerican Journal 
0/ Mathematics, Tome I, 1878. L'auteur prefere les coordonnees reclangulaires 
aux coordonnees polaires; leurs developpemenls periodiques sont en effet plus 
simples, meme dans le mouvement elliptique, ainsi que cela resulte des for- 
mules du Tome I, Chap. XIH. 

Prenons pour plan des xy le plan de reeliptique suppose immobile; soient 
X, Y, Z; X', Y', o les coordonnees de la Lune et du Soleil, p et p' les distances 
de ces deux astres a la Terre, (jl' la masse du Soleil, [jl la somme des masses de 
laTerre et de la Lune (en y comprenant le facteur f). La function perturbatrice 
est 

r3(XX^4^YY0^ p» 1 r o{\\'^Y\'r XX^+VYH , 

On en conclut, en rempla^ant (x' par n'^ d^, 

s- »■■(?)•4-^'f(l^^F)] 



(?) 



'\3 . X' Y' X Y 

ne contient pasa'; — , — , — et - sont des cosinus qui sont de i'ordre 



zero relativement a ^. 11 en resulte que les termes de la seconde ligne, dans la 

P 

formule precedente, contiendront ~ en facteur; ce sont les termes parallac- 
T. - III. 33 
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258 CHAPITRE XIV. 

tiques. En les laissant de c6te, on trouve 

de sorle que les equations differentielles du mouvement de la Lune se re- 
duisent a 

(I) 

j (PZ aZ lui'Z 

I -Try + ^ + ^ — o, 

I al^ p* p^ 

' p» 7= X« -f- Y* -+- ZS p'» = X'* + Y'K 

On doit pouvoir deduire de ces equations toutes les inegalites de la Lune 
qui proviennent de I'action du Soleil, sauf les inegalites parallactiques; ces 
equations sont relativement simples. 

116. M. Hill considere les inegalites independantes de e'; on pent faire alors 

(2) X'=a'cos^', Y'=a'sini|^', p'=a\ ^\,' — n' t -h e' , 
oil a', n' et £' designent des constantes; on a d'ailleurs 

n'^a^' — ix'. 

Les equations (i) deviennent done 

[ ^ + ^ 4- n'X = Sn''(Xcos^'-{- Y sintj;') costJ>', 

(3) ' ^ + ^J^ 4-/i'*Y = 3/i'5(Xcosi]>'-4- Ysini]>')sini|.', 
f d^Z ixZ 

\ di^^y^^'^ = ''' 

On introduit deux axes mobiles Tx et Tj situes dans le plan de Tecliptique, 
I'axe des x passant constamment par le Soleil, et Ton designe par x et jles 
coordonnees de la Lune rapportees a ces axes. On aura 

(4) X = a7cos^'— /sin^', Y = a? sin^J^'-hjcostJ^'. 

Si Ton forme les derivees secondes -^-^> ^-^, en rempla^ant -^ par /i , on en 
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deduit sans peine 

et les equations (3) donnent, en ecrivant pour la symetrie z au lieu de Z, 

d^x ,dy U.X ^ ,- 

<f* r , d.T u y 

(5) { '" ''^ (/•' + 5')' 

d* z ,, ax; 

r* =r J?* 4- y*. 

En multipliant ces equations respectivement par dx, dy, dz et ajoutant, on ob- 
tient une combinaison integrable qui donne 

(6) ^4 ==^ , + - ^^♦a?* /i'*5*-i- const. : 

c'est rintegrale de Jacobi. 

Supposons enfin que Ton neglige i^, le carre de Tinclinaison moyenne ; z con- 
tenant i en facteur, on pourra se borner a 



[ d^x dy 11 ^ „ 



ia) \ d*y ,dx «. 



.c«-t-j' = r', 



W ^,(„..^ £), = „, 



(") 2 ^.« 



I dx^-^-dy^ f^ . 3 /J J r 



Les equations (a) et (6) sont propres a determiner celles des inegalites de 
X, y, z qui ne s'annulent pas quand on suppose egales a zero les quantiles 



^ />' f'2 /' 
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2Go CriAPITRE XIV. 

On va s'occuper des equations {a). M. Hill les transforme en posant 
il trouve aisement 

; d^n , I da u 3 ... . 

(a') 

J d^s , I ds u. 3 /•/ X 

/ /v , da ds 2UL 3 ,-, ., ^ 

116. Pour aller plus loin, il est bon de rappelcr la forme a laquelie con- 
duisent les theories de Delaunay et de Pontecoulant, pour les expressions des 
coordonnees x, j, :; en fonction du temps / et de six constantes arbitraires. 

Soil 72/ -h £ la partio non periodique dc la longitude de la Lune dans I'expres- 
sion qui englobe les perturbations, n et t sont des quantites bien definies par 
cela meme (quand Torigine du temps est fixee), n est le moyen mouvement 
veritable; on en deduit la constante absolue a par la formule 

n' designant le moyen mouvement du Soleil, on fait 

n 

II y a quatre arguments de la forme a n- [i/, savoir 

it =: /j^ -+- e — {n' t -\-t') = longil. moy. C — longit. moy. ©, 
(p " anomalie moy. C ^= /// -h e — gt,„ , 
' 9^— anomalie moy. ©, 



! Yj := distance moy. C ^ son noeud = /^^ H- e — Q,„ ; 

^m et Q;„ sont les valcurs des longitudes du perigee et du noeud, quand on en 
a enleve toutes les inegalites periodiques; ces quantites sont done de la forme 
a-h p^ (ily aaussi des termes en y^^» representant les accelerations seculaires). 
Les arguments t, 9, 9', yj sont representes chez Delaunay par les lettres D, /, /' 
et F. On pose 

do dn 
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d'oii 

ce sont la les mouvements nioyens du perigee el du noeud. Cela pose, on a, 
comme on Ta vu dans Texposition de la iheorie de Delaunay, en representant 
par L et A la longitude et la latitude de la Lune, 

(8) j ^= ^[i,j\j\ k]co^{9.ir±:j(?ztf<^^±2kn), 

oil les quantitcs {i,j\j\ k), [i,j\j\ ^], ! f\j\j'^ k\ sont de la forme 

(9) eJe'J'y^^F(^m,e\y\e"^,^^; 

'»y>y'> ^ J^signant quatre nombres entiers positifs ou nuls; lessignes^] s'eten- 
dent a toutes les valeurs possibles dos quatre indices; les fonctions F sont des 
series ordonnees par rapport aux puissances de /w, e^, y^, e'^ et —,; e ety sont 

des constantes absolues dont le sens est precise par les deux conditions sui- 
vantes : 

Le coefficient de sin^p dans L doit etre le meme que dans le mouvement 
elliptique, savoir 

2e— -J e^-\ — 7^e^ — . . .; 
4 9^ 

il ne contient ainsi que e; c'est du nioins ainsi qu'a procede Delaunay ; le coef- 
ficient de Pontecoulant contient m, e eiy; il en resulte que, dans les deux cas, 
e n'a pas la meme valeur. 

En second lieu, y est defini par la condition que le coefficient de sin yj dans A 
soit le meme que dans les formules du mouvement elliptique, savoir 

27 — 2ye^ — yv'^-h ij-ye'^-h yV^e'— -^rrV^^-f- • • . , 

oil Y = s^'^ 2' '^ encore, Pontecoulant a une autre definition de y. Enfin on a 

c- i^^Aj.r.^je^^e'^J'y^^i^^y, 
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262 CHAPITRE XIV. 

oil les coefficients A et B sonl des series ordonnees suivant les puissances 
de m. 

Si I'on examine la forme des developpements que Ton peut tirer des for- 

mules (8) pour A, {L — nt — i), -, on trouvera facilement 

- cosAcos(L — nt — i)-=z V \_iyj\fy k]x CQs{iir±jc^ ±f<^'±: aAnrj), 
(10) I ^cosA sin(L- nt — e)=i ^{hjj', ^)i sin(2/Tdby9 dry>'zi= aAn), 

' ^sinA =y^\i>j\j'y f^\\ sin ( 2 ix ±lj(^ ± /' 9' itz 2 A- - h i m ), 

oil les coefficients [ ]t ( ) et j j sont encore de la forme (9). Enfin, si Ton mul- 
tiplie les deux premieres equations (10) d'abord par cost et — sinx, puis par 
siuT et COST, on trouve, en tenant compte de la valeur (7) de t, 

I - m - cosAcos(L— '?'^--g')=: 2[^y>/' ^]2C^s(2«4^T=iiy9±y'(p'±2A^y)), 
(11) ; -^ =1 - cosA sin(L — /i^Z — e') — 51 (^y*/' ^')j sin(2£ -Mribyo zby'9' d= 2A^y)). 

f ^ = ^sinA — ^2 V'J'J'' ^h sin(2fT =±79 dzy'cp' ± 2A- 4- iy}), 

oil Ton a pose 

^{hjff^ f^)t^Uyj\j'y k]x—U-^^yj\j\ ^']l "+- (^ 7. /', '^^i H" ( «' "+- 1 , 7, /, X:)i. 

117. Solution p6riodiqu6 des Equations {a). — Si Ton suppose e = o, 
e' = o, Y = o dans les expressions (i i) de r el j, les coefficients des cosinus 
et sinus s'annulent siy, y' ou k ne sont pas nuls; il reste done simplement des 
expressions de la forme 

( X =r:i Aocosv(/ — ^0) "+- A| cos3v(^ — ^0) 4- Aj cos5 V (^ — ^o) -h. . . ? 
^'^' \ y=zBo sinv(/ — ^o)-»-Bi sin3v(^ — ^o)-^B, sin5v(/ — ^o) -+-••• » 

oil Ton a fait 

£'—6 



les coefficients A/ et B, sont egaux aux produits de a par des series ordonnees 
suivant les puissances de m. 

Puisqu'on a obtenu les expressions (12) en attribuant dans les formules ge- 



Digitized by 



Google 



RECHERCHES DE M. HILL SLR LA VARrATION. 263 

nerales des valeurs particulieres aux constantes arbitraires, ces expressions 
devront verifier les equations differentielles (a). La courbe representee paries 
equations (12) est une courbe fcrmee, puisque x ei y reprennent les memes 

valeurs quand / augmente de — ; elle est symetrique par rapport aux axes, 

comme on le voit en changeant v(/ — t^) en — v(/ — t^) et en ir — v(/ — t^). 
Cela constitue une solution periodique des equations differentielles; nous en 
avons montre Texistence en admettant par induction la forme generale des 
expressions (8) des coordonnees de la Lune. On en trouvera une demonstration 
rigoureuse dans TOuvrage de M. Poincare, les Methodes nouvelles de la Mecanique 
celeste, t. I, p. 97. Nous remarquerons que la courbe dont on vient de parler 
a ete consideree pour la premiere fois par Newton (p. 38 de ce Volume), qui 
la suppose coincider avec une ellipse ayant pour axes Tx et Tj, ce qui revient 
evidemment a ne prendre dans les formules (12) que les premiers termes dans 
X et y. Euler, dans sa premiere theorie de la Lune, a calcule avec assez de 



sm 



developpement la variation ou plutot les termes en 2t dans les coordon 



cos 



nees polaires de la Lune. C'est le meme probleme que M. Hill a repris et qu'il 
a traite avec grand succes, en tant qu'il s'agit seulement des parties de la va- 
riation qui sont independantes de e, e\ y et de — • 

Avant d'aller plus loin, nous dirons que la solution periodique dont nous 
venons de parler existe encore quand on tient compte des termes en ^> ^j • • ; 

seulement les expressions de x et j, au lieu de ne contenir que les multiples 
impairs de v(/ — /©) sous les signes sinus et cosinus, renferment aussi les mul- 
tiples pairs. 

M. Hill determine les coefficients A/ et B, de maniere a verifier les equa- 
tions (a). II pose 

A/=: a,-+-a_^_,, B/ = a/ — a_/_i, v(^ — ^0) — '^> 
moyennant quoi les formules (12) deviennent 

(i3) a: =\^ «! cos(2e -h i)t, y i^^ ai sin (2^-1- i) t. 

Soil fait 

(i4) E^^^' = C, 

d'oii 
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264 CUAPITRE XIV. 

et il viendra, d'apres la definition {d) d*e u et s, 

-»-ao -+-00 -h«e 

(•5) «=2«'?"^'' *=2'''^~"''=2''-'-'^' 

— « — ac — «e 

Posons encore 

(16) m~ . ~ — , u~(/i — /iM'x; 

les equations (a) et (c) deviendront 



(«") 



{usy 

d^s , ds X 3 _ , 



/ /r. du ds 2X 3 ,^ , r. 

II s'agit de verifier ces equations en adoptant pour u ^i s les valeurs (i5) et, 
par suite, de determinerles coefficients a^; ii est naturel dc chercher des combi- 

naisons des equations {a") et (c") eliminant les termes ^ el -^^ qui seraient 

genants dans Tapplication de la methode des coefficients indetermines. On oh- 
ticnt inimediatement 

, , d^n d^s . di^us) 3 ,, , 

, ». d^u d^s du ds , / du ds\ Q ,, v. <n 

(•8) *5?+«^ + 5f s-^^'"^'-' (*rf;-«rf?)-r"'(« + *)-+<^' = «- 

Ces deux equations ne sont pas equivalentes aux equations («*') puisque la 
constante x a disparu. Quand on aura traite les equations (17) et (18), il fau- 
dra substituer dans Tune des equations (a") et (c") ou dans une de ieurs com- 
binaisons. 

118. Substituons inaintenant les expressions (i5) de w et 5 dans les for- 
mules (17) et (18). Nous aurons d'abord 
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Nous aurons iiiaintenant a former les expressions de 

. . du ds dins) d* u du ds d*s 

dz dr d'z dz* dz dr «t* 

nous aurons par exemple 

Nous representerons par 27 I'exposant general de 'C, ce qui determinera t' en 
fonction dc 1 ety; en operant ainsi, il viendra 

^* "22 ^' ^-'->-i ^*^» 



u-^ ~v/~ ' 22 ^^•^""^^~'^^'^'-^^*''' 






5 



oil les indices i ety prennent loutes les valeurs entieres, de — 00 a 4- 00. 
En porlant ces expressions dans les relations (17) et (18), on trouve 

22 ^*^ 1 [(2' + 0*-^ 4y*//* — (2 1 -f- I ~ 27)*] aiai^j — - m*ai{aj^i-i — a.j^i^^) — o, 



(•9) 



4- am (at -t-i) + am (at + I — !»_/■) + -m' I atOi-j 



+ 2 m« a/(«fy-,_, + rt_y..,_,) r;z C,. 

T. - III. 34 
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266 CHAPITRE XIV. 

On tire de la premiere de ces formules, quel que soil I'indice /, positif ou nc- 
gatif, 

et de la seconde, pour toutes ies valeurs cntieres de /, positives ou negatives, 
zero excepte, 

Du reste, poury = o, la condition (20) est veriftee identiquement; nous pour- 
rons done, dans (20) et (21), nous abstenir de fairey = o. 

Si nous ajoutons les deux equations (20) et (21), apres les avoir muiti- 
pliees d'abord par ~ 3 et 4-2, puis par -+- 3 et 4- 2, nous eliminerons des 
seconds ^ les termes a_j^i^^ et aj_i^^, et il viendra 

2 [8£*— 8/( V -- I) -4- 2oy* -- i6y -^'i-r^ l^m{!^i— bj -h i) -+- 9m*] aiOt^j 

i 

2[8£*H-8i(2y-M) — 4/*H- 8y-h'?-l-4/'UW-+- yH-i)4-9m*]a/a/_y 

i 

Ces deux relations ne sont pas distinctes, comme on s'en assure aisement en 
changeant convenablement les indices. Nous les remplacerons par une combi- 
naison unique obtenue en les ajoutant apres les avoir multipliees respective- 
ment par les facteurs 

+ 4y*— 8y — 2"-4//t( /4-.2)_9m« 
el 

-r 2oy*— i6y -t- •>. — !\ni{bj — 2) -h 9//**, 

qui sont, au signe pres, ce que devienncnt les eoeflicients de «/«/ .j pour 1 =■ o. 
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Nous trouverons, apres reduction, 

4^2 V [4 '(y — + 4y*H- 4y — '>^ — 4/^'(' — y -+- -+- /'«M ^/ ^/-y 

(22) ; -^9'^*2'^ ^*"" ^y — ^•- 4/^( y -H2) — 9m»]^,ay_/_, 

I j 

Pour i =j\ la premiere partie do eefte formulc se reduit a 

18y*[2(4y*-t)-4/^'4-//iM. 

Nous diviserons par cette quantite les deux membres de Tequation precedente, 
et nous ferons 

. _ _ £ 4 ^(j " H- 4y'' + 4/ — ? — 4 /^ (^' —y -4- > ) -h m« 



(^3) [y]="^75i 



3/n* 4y* — Sy — ti — 4/n(y H- q) — qm 

6y* 2(4y*— I) — 4/n4- m« 



f . 3m* sioy* — 167-4-2 — 4m{5j — 2) -4- 9m' 

\ ^-^^ '~'76p 2(4/«-i)-'imH-m« 

Nous trouverons ainsi 

on doit attribuer ay suceessivement les valeurs 

(25) ±1, driL, db3, .... 

Remarque. — Les quantites [/] et (y) ne dependent que de i'indicey et sont 
de petites quantites du second ordre, a cause du facteur m^. Les quantites 
|y, i] dependent des deux indices i ety ; elles sont finies, et I'on a 

I [y, o] = o, 

(26) < , .^ quel que soiiy. 

' [y,y]^ -'. 

C'est pour avoir cette derniere relation simple que Ton a employe plus haut le 
diviseur 

2(4/'* — i) — 4'^' H- "^^' 
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Les equations qu'on tirera de (24), en donnant a j les valeurs (26) vont 
nous servir a determiner les rapports ^, fni , ^, — 

* ' «o ^0 ^0 

Donnons a 1, dans la formulc (24), les valeurs o, =bi, ±2j ... et ayons 
egard a la premiere des relations (26) ; nous trouverons 

[y, 1] rt, a,-.y 4- [y, — i] ^-1 a-i-y -\- [y, 2] a^a^^j -h [y, — 2] a_, rt_,.y -h . . . 

-H[y](«o«y-l -l-^i^y-i -h^-i flfy 4-^2«y-3 4- «-i «y+i -h . . . ) 

-+- (y ) («o «- y-1 -+- «! a_y-j -+-«-, ^_y 4- flj a_y -3 H- «-i ^-y+i -+-...) = O, 

d'oii, en attribuant ^ j les valeurs (25) et ayant egard a la seconde des rela- 
tions (26), 

«o«i — [i](^j4-2a, a_iH-2a, a_, -h. . .) -+-(0(«-i-+-2^o«_j-h2aja_3 4-.. .) 

( 2"^ ) 

^ j 4- [i, — i]flf-i«-i4- [f,2]ar, flj-f- [i, — 2]a_,flr_3-h [r,3]a,a,-h 

i a^a^i — [— i] (al, 4- 2ao«-sH- 2«i a-3+ • • •) 4- (— i) (a;4- 2flr, a_i 4- 2a,a_,4-. . .) 
I 4- [— I, i]«iflrs4- [— i,2]a, flr,4-[— I, — 2] a_j a_, 4- [— i, — 3] a_j a_j-4- . . . , 

f ^ort, =3 [2](2<7oa,4-2a_, aj4- 2a_ja,4- . . .) + (^)(2«-ia-j4-2aoar-3 H-.- .) 
I +[2, i]flf, rtr_,4-[2, — i]ar_, a_3 4-[2, — 2]«_,a_4 4- [2, 3] a,a| 4-. . . , 

( flr^flr_,— [—2] (2flr_iflr_,4-2aoa_,4- 2^1 a_4 4-. ..) "J" (— 2) (2^0 ^1 + 2a_, arj4- 2 a-, a, 4-...) 
(3o) < 

I 4- [— 2, i] r7i flr, 4- [ — 2, — i] 0^-, <7, 4- [— 2, 2 ] a, a^ 4- [— 2, — 3] a_8 rt_i 4- 

Ces formules donnent comme premiere approximation, en supposant connu 
par les diverses theories de la Lune que ^±/ diminue rapidement quand i aug- 
mente, 

d'oii 

(30 ^ = [.], ^ -(--); 



^, 







done — et — sont de petites quantites du second ordre. 
On a de meme, en partant des relations (29) et (3o), 

aoOi r=:2 [2] ^0^14- [2,1] ^i «- j , 
^0^-1 — 2(— 2)e7ort', 4- [~ 2, — l]t7| rt_,, 

d'oii, en vertu des formules (3i), 

(32) . ' 

\ "0 
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— et — sont ainsi du qualrieme ordre, puisque les quantiles [i], [2], ( — i), 

( — 2) sont chacune du second ordre; en general, — est de I'ordre 21. 

Des lors, si Ton se reporte aux formules (27) et (28), (29) et (3o), on verra 
que, dans les relations (3i), on a neglige le sixieme ordre, et seulement le hui- 
tieme dans les relations (32). Les formules (23) donnent d'ailleurs 

P - 3 m* 6-f- i2/n -+- 9/n* 3/n* 38 h- 28 m 4-9 /n* 

^^^ ~~^ "76" 6 — ^m-hm^ ' ^""'^ ~~ To" 6 — /»mH-m» ' 

r, 3/n' 2 -H i6m 4- om* , , 3/n* 1 14 -+- iS/w -+- Q/n* 

*■ ^ 6\ 3o — ^m -h /?!* 64 3o — f\ m n- m^ 

I 264-/71* I 18-— 8mH-m* 

L2,iJ-- - 3o— 4,n4-m*' L ^,-iJ - - • 30-4/^*-+-/^*' 

II en resulte, d'apres les relations (3i) et (32), 

a, 3 m* 6 4- 1 2 m -+- 9 /n- 

^0 -"^16" 6-4/W-H//1* "^"^ 

«_, _ 3/n* 38 4- 28m 4- 9/n* 
(7o ~ 16 6 — 4/w4-m* 

flfj 27 7/1* 2 4-4^iH-3m* / 00 / • o 39—35/71 \ 

^ =^^(634^rT^ii)(3^:r4^^ 

«o • 

En portant ces valeurs de a,, a.,, a^, a^^ dans (27), on pourra calculer 
les termes du sixifeme ordre dans — ; on calculera de meme les termes du 



a 







dixieme ordre en ayant egard aux valeurs provisoires de a^ et a.,. 

Donnons quelques exemples pour montrer avec quelle rapidito convergent 
ces diverses approximations. M. Hill prend 

/^ =: jj 325 594", 060 85, 
n' - I 295 977',4i5 16, 
d'oil 



m -- ^ , —0,080 848 q33 808 3i2, 
n — n 



et il trouve 






Termes de lordre 2 — 0,001 5i5 849 171 Sgi — 0,008 695 808 499 634 

» 6 — 0,000 000 141 698 83i -h- 0,000 000 061 55i 93*^ 

» 10 -h 0,000 000 000 006 801 — 0,000 000 000 oi3 838 
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M. Hill n'a neglige finalement que le quatorzieme ordre, et ses resultats 
numeriques iie sont pas en erreur de plus de deux unites de la quinzieme deci- 
inale. 

Les formules (4) et (i3) donnent d'ailleurs 

/•COS(L — /?/ — £) -^\^ rt/ cos 2 IT, 

(33) 



i n ( L — /i^ — c ) — \^ ^, sin :i £T ; 



M. Hill ohtient ainsi 



(34) 



— COS(L — /// — S) := I - 0,00718 00894 81977 COS 2T 
-I- 0,00000 60424 47064 COS 4f 
H- 0,00000 00824 92024 COS 6 7 

-f- 0,00000 0000 1 87552 COS 8t 

-h 0,00000 00000 01 171 COSIOT 
-h , 00000 00000 00008 cos I 2 T, 

— sin (L — /?/ — £)— I -4- 0,01021 14544 4' 102 sin 2? 
-+- 0,00000 57148 66098 sin 4^^ 
-h 0,00000 00275 71289 sin 6t 
-i- 0,00000 0000 1 62985 sin 8t 

-+- 0,00000 00000 01042 siniOT 
-+• 0,00000 00000 00007 sin 1 2 T. 

Pour ce qui concerne Texpression analytique generale de — > on remarquera 
que les formules (aS) ne contenant que le diviseur 2(47^— 1) — 4'w-hm^, 
on n'aura dans ~ que les diviseurs 

6- 4''* + ''**> 80 — 4/^-4- /n*, -JO — ^m-\- m*, ..., 
et ^ pourra etre mis sous la forme 



«/ _ xf . ^li }ih ^ 

i/n-hm« (6— \m-hm*y "^ (6 — 4mH 

N, . N, . N, 



^ _ \f _^ ^"t J^ Oil . 



So— \m-hm^ (80 — 4'WH-m*)« (80- 'im -+- m»)» 
-+- , 

ainsi que cela resulte de la decomposition des fractions rationnelles en fractions 
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simples dans le cas des racines imaginaires ; M/, N/, . . . designent des polynomes 
entiers en m. 

Chez Delaunay et de Pontecoulant, m a une autre signification; en Tindi- 
quant par la lettre m, , on a 



n ni 

ntx — — — 



a I -h m 



Les series ordonnees suivant les puissances de m convergent beaucoup plus 
rapidement que celles relatives a tw, ; M. Hill a remarque que, si Ton introdui- 
sait une quantite m.^ definie par la formule 



^\m. 



on aurait une convergence encore plus grande relativement a m^; mais cet 
avantage ne subsisterait pas pour les coefficients des autres inegalites perio- 
diques. 

119. 11 nous reste a determiner a^ en fonction de n et de (x. 
11 faut substituer les expressions (i5) de u et s dans la premiere des equa- 
tions {a"), ce qui donne, en rempla^ant -^ et ^-y respectivement par 

("5)^ i^ 2 2 J 

On aura, en comparant les termes en ^ dans les deux niembres et representant 



par J le coefficient de ^ dans le developpement de — 2—^ , 



Or on a 



X , 3-3 -«_! 

-- J =:: 1 4- 2 /n -h - m^ -h - m* — - . 
al 2 2 flTo 



{n — n')- n*^ 



11 en resulte 
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en posant 

(36) H^i-f-2m+ ^''i*('+ '-J-)- 

Or on a, d'apres (i5), 

M zn ao C -H «i C' -h . . . 4- a_i ;-' -h rt_j C H- 

5 =1 a_i ^ H- a«, C' -h . . . -f ^0 C"* -+- «i C"' 4- 

On en deduit immediatemenl que J est le terme independant de t, dans le de- 
veloppement, suivant les puissances positives et negatives de J^, de I'expression 

f-h — C*H iC~^-+- — C*H ^C~*-H... I 4- — C-*4 ^C-4- — C~^H ^C*-i-. .. • 

L «o «o «o ^0 J L ^o «o «o «o J 

Si done on pose 

1. «o «o J 

r,-H^C-*-h— C'H-...l ':='U^4-Db,C-*+Dl,_,C* 4-..., 
L «o «o J 

les coefficients X/ et iji)/ seront tres faciles a calculer par la forinule du binome, 
en raison de la petitesse des rapports -^S et Ton aura 

i 

Les formules (35), (36) et (37) resolvent la question; d'ailleurs (^) n'est 
autre chose que a. On trouve ainsi 

(38) ao = 0,99909 3141976298 Of. 

En rempla^ant a© par cette valeur dans les formules (34), on en conclut les 
developpements periodiques de 

-cos(L — n^ — £) et de -sin(L — n/ — e). 
M. Hill en conclut aussi le developpementperiodique de 

/3 X X fx (i-h m)* /^W . V, 

(39) ^ = 5-^ = (^-j(. + m)'. 

qui nous servira dans le Cliapitre suivant. II emploie, pour y arrivcr, les for- 
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mules connues d'interpolation des series periodiques; donnant a t les valeurs 
o^, 1 5*^, 3o**, ..., il calcule pour chacune d'elles les valeurs numeriques de 

-cos(L — /I/ — e) el -sin(L — /i/ — e), d'apres les formules obtenues ci- 

dessus. II en deduit les valeurs numeriques de - et de -^ par la formule (Sq); 
il obtient finalement 

-^ =z 1,1^100 802 1 I 79220 

-h 0,02623 36924 97860 COS 2T 

-4- 0,00025 1 5533 5ooi2 cos 4'c 
-h 0,00000 2^118 79799 cos 6t 
-4- 0,00000 00226 o585i cos 8t 

4- 0,00000 00002 08760 COSIOT 
-4- 0,00000 00000 01908 C0S12T 

\ ■+- 0,00000 00000 00017 cos 1 4 T. 

On pent aussi determiner analytiquemenl les coefficients precedents du deve- 
loppementde -^^ suivant les cosinus des multiples pairs de t; mais nous ren- 
verrons, pour ce qui concerne cet objet, au Memoire de Tauteur. 



(4o) 



T. ~ III. 
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CHAPITRE XV. 

RECHERCHES DE M. HILL SUR LES INEGALITES QUI COiNTIENNENT 
EN FAGTEUR LA PREMIERE PUISSANCE DE e. 



120. Ces recherclies ont ete publiees separemenl en 1877, et reproduitesplus 
tarcl dans les Acta malhemallca , tome VIII. Nous partons des equations (a") 
et (c") du Chapitre precedent, que nous ecrirons comme il suit : 



(A) 



d} u I du d^ , , 

-p— -h 2m\/—- I — 2-^=0, T :=z fU ~h e — n' t — e\ 

dz^ ^ dz OS 

d*s I ds Oil ^ X 3/n*, 

ax* ^ dz du Jus 8 



du ds 

(B) -r -1 ^212=:— 2C. 

^ ' dz dz 

Soient Uq et ^o l^s solutions periodiques de ces equations, obtenues dans le 
Chapitre precedent, qui ne dependent que de t et des moyens mouvements n 
et n\ 

On aura done identiquement 



d* Mo / duo d^ 



i*Mo / C/Uo Olio \ 



3/n 



2 



(Ao) ,. J JO i2o=7=-H-^-(«o+*o)*; 

(Bo) ^-^-.i2. = -aC. 

Nous supposerons y = o, e'= o; nous pourrons evidemment representer les 
integrales generales des equations (A) comme il suit : 

u — Uq -h eF(r, m, e, x), 

5 rr:5o 4- ^9 (t, m, C, x). 
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M. Hill emploie la forme 

u = UQ — e\J— I -^^\ 

(') i J 

oil (^ et MP' sont des fonctions inconnues de t. U en conclut 

^ ' ^ (^5 <^5o dsl * t/r Os^Ouq ^ dz ^ ^ 

oil ouq oUq dz ouoOsq " dr ^ 

oil (£2) designe, d'une maniere generale, des termes contenant e- en facteur. 

Substituons les valeurs (i) et (2) de w, 5, Q, -r-, ^ dans les equations (A) 

et (B) qui doivent avoir lieu quel que soit e; les termes independants de e se 
detruisent en vertu des formules (Ao) et (Bo): en egalant a zero les termes 
multiplies par^, il vient 

d* ^^ d ^ 

dx , "" dz du, d^^o dsod^^o 

dz* " dz dz oiiQdsQ dz dsl * 



(A') 



#j "5q , uSq 

dz I dz dUf^ d^^^ dso d^^^ 

dz^ ^ dz dz dul dz ou^ds^ ' 







^^^0 ^ ^,^0 



/g/) du^ dz ^ ds^ dz _^^^du^dQ^ - iw^ ^ =0 

dz dz dz dz dz du^ dz ds^^ 



Or on tire de (Ao) 



d^ Wo / du^ d^Q 



d'oii 



-—^—-{-2mi/—l~ H-23— ^j 

dz^ ^ dz duQ 

■^0 — o^ ./ — r^'"o _^^ { <^'^o du^ d^^Q dsA 



d^u, 

dz^ ^ dz^ \dul dz du^ds^ dz J 

Ces relations fournissent les valeurs de —rr^ -rr^ -zrr^ -tt en fonction de 

at* dz^ dz^ dz* 
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~S^' de ^ et de quantites connues. Si on les porte dans (A') et (B'), on 
trouve, tons calculs fails, 

/ d^v du^ dv ( , da^ dOA r .ds^d^Oo 

(B') rf(>- + '^)^^^,(,_^)/^^_^^_^^7^o^o\^o. 
^ ' dz dr dT ^ ^ \dT dso dz du^ ^ (h dz J 

On voit ainsi apparaitre les combinaisons i^ — w etv -h iv. 
121. On est conduit a poser 

\ dz dso dz duQ ^ ^ 

On trouve, en remplacanti' et w respectivement par 



Pjtf el ^-^, 



dans les formules (B") et (A") : 

(4) H^ 4-2aAv^=^:=o, 

L'elimination de -^ entre les deux dernieres equations donne 

oil Ton a employe la relation 

d^_dQods^ <?Qo diiQ 
dz ~~ dso dz du^ dz 

L'equation (Bo) donne d'ailleurs 
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En eliminanl ^ enlre (4) et (5), il vient, en ayant egard a (6), 

(^) ^d^'^di^^^^'y-W-^ -d^d?-^^Ul-d^)--''' 

On tombe ainsi, pour determiner a, sur une equation lineaire du second 
ordre, sans second membre, dont les coefficients sont des fonctions periodi- 
ques de t, ainsi que cela resulte des formules qui donnent //© et ^0 en fonction 

de ^. 

122. Pour faire disparaitre le second terme de Tequation (C), M. Hill pose 

w 



d'oii 



V/H 



dr dx 2 d-z 



En portant ces valeurs dans I'equation (C), on trouve 

(D) 

oil Ton a fait 

(t^) ^—a\dul dr* dsl dr'J il* ■'■4U' d-c^ aH dr' 






L'equation (4) donne d'ailieurs 



(F) 



dr 3 

H' 



Enfin, en reunissant les formules principales, nous aurons 



I — du^ 



^ dx 



P -h 0- 
} — i . 



w 



_p-^ 



<7 = 



w 



(G) 



2 2 ^H 
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Le probleme depend done entierement de la consideration des equations (D), 

(E),(F)et(G). 

123. Transformation de la quantity 0. — On a, par la formule (Bo), et 
en vertu de la definition de H, 

^ ' ^ dx dUf^ dx d^o dz ~ 2 dz^ 

^^^ 2 e/r* "" du\ d'z'' "*■ dsl dT^~^ duodso duo dz^ "^ ds^ dx^' 

on a, en vertu des equations (Ao), 

d^p d^u, d^o d^s,_ J—- fd^o dso dQo du,\ d^ di^ 

^^^ iir.'d^ ^ir.'d^^'''^'^ \ds,'dh du^'d^j'^^dupW,' 

La definition (3) de A donne d'ailleurs 

En elevant au carre les equations (7) et (10), et les retranchant, il vient 

la relation (9) donne ensuite 

d'oii, en vertu de la formule (8), 

Portons enfin dans I'expression (E) de 0, et nous obtiendrons 
2A« J_ ^ _ , (^'0, _ I rfH> , 

En rempla^ant ^ — j- par 7 f — + 3m* j. il vient 
. , _ qA» I rf«H I rfH« /x ,\ 
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On a ensuite, par la definition (3) de A, 



^ \ aso dr duo dx ) 



279 



d'oii, en remplagant -r— ^ et -r-^ par leurs valeurs (Bo), 

moyennant quoi Texpression (11) pourra s'ecrire, si Ton remplace en meme 

. IT du^ dso 

temps H par -^ -^ : 



—a--) 




On a identiquement 

d* /duQ ds^ 



dup dsp 
dx dv 




ce qui permet d'ecrire finalement 



O: 



(H) 




124. On a vu, dans ie Chapitre precedent, comment on effectue le deveioppe- 
ment de -j suivant les cosinus des multiples pairs de t. Pour les autres parties 
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de 0, il suffira de developper -^^ et —^; posons done 

V/— I du^ 
d-z 

d}s. 
En portant dans ces formules les valeurs 



^,, --2(^''-^')'^'^*'"'' ^-=-2(^^'^')'^'-^"''""'' 



il vient 



(i3) 



w-, d^ tto 

— =- y u,c" = -^- -^ 



Si, dans la seconde de ces relations, on change <^ en p? et qu'on la compare a 
la premiere, on en deduit 

I dz^ 



d7 
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ij 


' dr* rfr' 


-A 


, duo dst 




\ dr dr , 




/d^u, d^o' 


^1 


' dr' d-c* 
1 diio dso 




\ d7 rff 



REGHERCHES DE M. HILL SUR LES INEGALITES ETC. 28 1 

et 

/ /d'lio dKSp \ 

1 "^ dr 
(l5) 

11 suffit done de calculer les U,. Si I'on pose 

(16) /l, = (3(-hl)«„ 

la formule (i3) donnera 

d'oii, en egalant les coefticients de ^^', 

(17) {2i-^l)hi—^hi.j\]j. 

i 

II est facile de prouver que Uo = i ; on a, en effet, en partant de (12), 






rintegrale indefinie est 

, du^ . [dx^ , dy^\ 

Si done on pose 



dr^ dy^ .^ . , 

dz ^ dr ^ 



il viendra 



Uo^ !p=.[logR + '|v/-iJ 



iiz 




Or, quand t augmente de 211, ^o» Jo -;p» -^ redcviennent les memes; done 

aussi R, logR, sinvp et eos']/; done ^ differe de sa valeur initiale de 211, ou 
4ir, . . . ; mais ^ est Tangle de la tangente a la eourbe avee Taxe Ox. 

Cette eourbe differe peu d'un eerele, et, quand on revient au meme point 
T. - III. 36 
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apres avoir parcouru toute la courbe, '| a augmente de 211. On aura done 

Poury=o, le second membre de I'equation (17) devient egal a A,Uo = A/; 
cetle equation pent done s'ecriro 

(18) 2ihi^^hi.j\}j, 

oil Ton ne doit plus donner ay la valeur o. D'apres leur definition (16) et ce 
que nous savons de a/, les quantites h^i diminuent rapidement quand Tin- 
dice I augmente. Cela pose, la formule (18) donnera, en attribuant a i les va- 
leurs . .., — 2, — I, o, -+- 1, -h 2, . . . : 



. . .4- U_,4- A_iU_j4- /i-iUj-h A_4U,4-. . . = — 4A_^j, 
. . . -h Aj U_, + U_i -f- A«, Ui -h A_8 U, -h ...=:— 2 A.., , 
. . .4-/liU_,4- A, U_,-i- A-iUi4-/l_,U,-h. . .= o, 
...-hA,U_,-i- A, U_,H- Ui-h A_iU,-h...- -ha/ii, 
...4-^41].-, 4- As U_,-f-A, U,-h U,-h... = -i-4A„ 
« > 

on a suppose a© = ' » ^t P^** suite A^ = ' • 

On resoudraces equations par des approximations successives : la deuxifeme 
et la quatrieme donnent d'abord a pen pres 

U«i = — - 2/1-,, Ui=:4- 2//1 ; 

en transportant ces valeurs dans la premiere et la cinquieme, il vient 

U_,= 2Ali — 4A_8— 2A, A«3, 
Uj =4Aj — 2/i} 4-2A_|Ai; 

on en conclutaisement des valeurs plus approchees de U«,, U<, U>2» U^, 

U_, — — 2 ( A_, 4- Ai A_, -h Ail A, 4- . . . )» 

Ui =r=4-2(Aj 4-A-iA,4-AJA«,-h...). 
U-.2= 

On portera ces valeurs dans les relations (i5), apres quoi la formule (H) 
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donne a M. Hill 

(I) --1-J- 4-W(i,i58844—o,ii4o88cosaT — 0,000766 cos4t — o,ooooi8cos6t-4-...) = o. 

On tombe ainsi sur Tequation de Lindstedt generalisee. On pent I'integrer en 
se reportant au Chapitre 11 : W se developpera en une serie de cosinus d'argu- 
ments que Ton obtiendra en ajoutant aux termes de la serie 



O, ±27, ±47, 



une m^me quantite (xt -f- 4^- 



Si Ton se reporte aux formules (F) et (G), on voit que les developpements de 
p, tjf {^ etw sont de la meme forme que celui de W. On a ensuite 

H^ u^=.—'e\J—i <'-rT-> ^ — i^o — — ^y — I ^^^' 

et Ton sait, par les formules (i5) du Chapitre precedent, que w© et^o s'expri- 
ment a Taide de series oil ne figurent que les multiples impairs de t. On en 
conclut que les differences u — u^, $ — s^, et par suite x — x^, y — ^ jo» sont de 
la forme 

^2^^ Co" ^^'^ -H ^ -4- (2/ 4- i)t]. 

Or les formules (ii) du Chapitre XIV donnent, en negligeant c\ y et e', et 
faisant, en consequence,/ = k =-o,j = i : 

X = ^o-\-e^ Db cos[(2 f -hpT lb y]. 
En comparant les deux expressions de ^ — x^, on trouve 



Or on a, n® 115, 



do dm 



oil -^ represente la valeur moyenne de la vitesse du perigee, quand on neglige 
dans cette vitesse e*, e"^ et y^. On a, d'autre part, 

T = (/I — /i')/4-l — £', m= ,• 
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11 en resulte 

dz do dm , ,^ 

I dm u. UL 

— :zzi I ■ z= I C C :=:2 —— ' 

n dt \ -\- m ' I H- /?i ' 

r a la ineme signification que cliez Delaunay, sauf qu'on y fait e^ = e'^ = y^ = o. 
M. Hill a trouve, en partant de I'equation 

sm* - a 
^z=A 

sin' - g 

2 



(lu Chapitre II » 
(I'ou 



|JL ;_: I ,07158 32774 16016, 
J- zz: 0,00857 25780 04864. 



II estime que les treize premieres decimales de - -^ sont exactes, les deux 

dernieres restant seules incertaines (cela suppose exacte la valeur adoptee 
pour//i). 

Les huit termes ealcules par Delaunay (en /w^, m], . . ., m") donnent 

-h 294 2798 

-^ 99 ^7^ 

-+- 3o 3577 

-+- 9 '^95 

-f- 2 83oo 

H- 9836 

-+- 3468 



0,00857 i5o3 



Le qualrieme chiffre signiticatifest done inexact, et Terreur relative de la valeur 
^ determinee par Delaunay est environ j^^. Le calcul tres simple du Cha- 
pitre VIII nous avait donne seulement ^. 
On voit que la partie la plus importante de -^^ celle qui est independante de 

e-, e'* et 7*, est maintenant connue, grace aux recherches de M. Hill, avec une 
precision qui ue laisse plus rien a desirer. 
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M. Hill a exprime Topinion que le mieux a faire, dans la theorie de la Lune» 
c'est de determiner successivement les inegalites qui contiennent en facteure®, 
e, e^, ..,e', ee\ ...; c'est, en somme, la methode d'Euler. Elle reussit tres 
bien dans les deux cas consideres dans ce Chapitre et le precedent; il me 
semble que, plus loin, on rencontrerait des complications tenant a la presence 
de «*, e'^ et y^ dans les quantites c et g. 
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CHAPITRE XVI. 

TRAVAUX D'ADAMS SUR LA THfiORIE DE LA LUNE. 



125. Recherches d' Adams sur le mouvement moyen du noaud {Mont My 
Notices, t. XXXVIII, p. 45-49)- — L'equation (b) du Chapitre XIV est 

en posant, comme precedemment, 



n' _ IX 

il vient 



^ ' " — n' ( n — n'V 






Cherchons les inegalites de z qui contiennent y en facteur, sans e m e'\ la 
formule 



(lonne, en negligeant y^, 



r«=d?*-H^«H-5» 



r* = j?»-i-j*. 



On pent remplacer x ety par leurs valeurs independantes de e^ e' et y, telles 

qu'on les a trouvees dans le Chapitre XIV, et 4 par sa valeur (40), page 278; 

on aura done, pour determiner les inegalites en question, une equation de la 
forme 

(1) -T^ -f-5(^*-ha^|CosaT-H2^,cos4T-h. ..) = o; 

e*est Tequation de Gylden-Lindstedt generalisee. On sait que son integrale ge- 
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nerale peut se mettre sous la forme 



; = +• 



la constante h est determinee par Tequation Iranscendante 

sin* - h 

sm' - a 
2 ^ 

A designant un determinant infini, compost, comme on Ta vu au Chapitre IV, 
avecy, ^1, ^2, Les rapports x^' "r"'» 7"*' **• dependent aussi de q, ^i. y2» ••• 

et de A; ils sont reels si k Test lui-meme, et e'est le cas; 6© reste arbitraire, et 
Ton a la solution 

H- b^iW^-^^'^y/^ -h b^iW^'^^^^-^ 

En supposant b^ reel, et prenant la partie reelle et le coefficient de >/— i, on 
a deux solutions, que Ton peut reunir dans la formule 

z =z bf^ sin (hz -h ^) -h bi sin(AT-4- vj^-i- 2t) 4-6, sin(AT4-vj^ 4- 4t) -H. . . 
■+■ 6_tSin(AT4-4'-- 2t) 4- 6_, sin(ATH-i^ — 4t) -h. . . , 

oil 4^ designe une constante arbitraire; c'est I'integrale generale de I'equa- 
tion (i). 

D'autre part, quand on fait € = 6^=0, j=f=k= o, et qu'on neglige y^ 
dans la troisieme des formules (i i) du Chapitre XIV, on trouve pour z une 
expression de la forme 

5 — BoSint) 4-Bi sin(T) 4-2t) 4-Bt sin(T) 4- 4t) 4-. . . 
4-B_iSin(T) — 2t) 4-B_, sin(T) — ^r) 4-. . .; 

yj = /^f 4- £ — Q designe la distance moyenne de la Lune a son noeud ascen- 
dant. 
En comparant les deux expressions de z, il vient 

d'oii 

^^ I./ r\ 
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oil ^ a la signification ordinaire. On connaitra done g quand on aura calcule h. 

Adams a trouve ainsi 

^ = 1,00399 91618 46592. 

Delaunay a obtenu, en s'arretant au terme en m\ pour la partic de g qui est 
independante de e, e et y, 

g ^=1 1 , 00000 00000 o 
-4- 419 64258 6 

— II 77117 9 

— 6 67712 I 

I J2033 4 

— i42o3 4 

— 1479 ^ 

g— »iOo399 91722 8 

On voit que la huitieme decimale est deja erronee; neanmoins, I'erreur relative 
n'est que de ^-oTooo ' ®"^ ^^^ ^^^^ moindre que dans le cas du perigee. 

On voit que, grace au travail d' Adams, la partie principale de g est obtenue 
maintenant avec une approximation qui ne laisse rien a desirer. 

126. Thior^me remarquable d'Adams {Monthly Notices, t. XXXVIII, p. 460- 

472). 

La partie non periodique du developpementy?>ia/ de -> si Ton n'a pas egard 
aux termes qui contiennent en facteur des puissances de — j est de la forme 

A -\- Bc»-h Cy'H- Ee*-^ 2Fe«y»-f- G/-f-. . ., 

oil nous supposons e et y definis comme chez Delaunay. Les coefficients A, B, 
C, . . . sont des fonctions de e'^, 

A=:Ao4-A,<?'«H-A,e'*-4-..., 

C-=Co4-C,p'*-+-C,e'*4-...; 

enfin, les coefficients A/, B,, C/ sont des series developpees suivant les puis- 
sances de w. Plana a constate que B^ et Co etaient nuls, en tenant compte des 
termes en m^ et m'; de Pontecoulant a fait la meme constatation en ayant 
egard aux termes en w^ et m*. Adams a pense que la chose est generale, et 
il a reussi a prouver, non seulement que B© et Co sont nuls, en tenant compte 
de toutes les puissances de m, mais qu'il en est de meme de B|, Bj, . .., C,, 
C2, ..., de sorte que Ton a identiquement 

B = o et C = o; 
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c'est la premiere partie de son theoreme; ainsi, ies termes en e^e''^^ et en -fe"^"^ 

manquent dans la parlie constante de -• Voici la demonstration remarquable 

qu'il en a donnee. 

Soient x^ y, 2, r\ x\ y, o, f Ies coordonnees de la Lune et du Soleil; on 
a vu, au commencement du Chapitre XIV, que, si Ton neglige Ies termes qui don- 
neraient naissance aux inegalites parallactiques, on a Ies equations differen- 
tielles 

d}x U.X ii! X Zii! x\ , ,, 

rfTT + TT + TTF = -77?- (-^^'t- x>"). 

d^ z U.Z a' z 



Designons par a;,, y,, s,, r, r.^ yjx] -^y\ -\- z\ Ies coordonnees, pour la meme 
epoque t, d'une lune fictive soumise a la meme attraction, mais avec des don- 
nees initiates differentes. On aura 

' (Px^ ax. ix'xi 3a' J?' , , 

^2) ^^, -+- ,., + ,.„ - ^,, (^.a:+j,7), 

On forme aisement Ies combinaisons suivantes 

"" df ~'''di^'^^lii^~'^''dt^'^^'di''~''W 

-+- fx(;rX, + JJ, +35,) (^^ - ^, j = o, 

d*zi d*z ( \ i\ 

qui peuvent s'ecrire 

/ / , \/' \\ d ( dx dx\ dr dr, dz dz,\ 

i / I i\ d / dz dzA 

( ^''''[7\-pi)'-'dt['^di-'^)- 

Les expressions 

( ^^. + /y. -t- «, ) ( jIj - ^-i) et zz, (;!,-;!;) 



(3) 1 



T. - III. 



37 
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290 CHAPITRE XVI. 

sont done lesderivees de fonctions qui sont evidemment developpabies en se- 
ries de sinus ou de cosinus d'arcs de la forme a/ 4- p, car il en est ainsi de x^ 

J', s, a?, » . . . , ^ r • . ; par suite, elles ne renfermeront pas de partie constante. On 

a d'ailleurs 

d'oii 

<4.l .s(i-i).:,(i_:)- 

^^{7-7)Vr-r.)'-(.:-^.)--(,-y.)'-(c-=.yi[-^+{^^-'^'\- 

Done, si, relativement a une certaine quantite petite, les differences x — Xt, 
y — y\yZ — :?,, et par suite t — -' sont du premier ordre, alors Texpression 

(xx.+jj.+...)(-!j -,-,)- 3(1-;.) 

sera forcement au moins du troisieme ordre. Cette conclusion s'applique aux 
coefficients de chaque sinus ou cosinus de a/ -t- p et a la partie non periodique 
de Texpression precedents Or on vient de voir que la partie non periodique de 

{^xx^'\-yy^'\- zz^^ (^ \\ est nulle; il en resulte que la partie non perio- 
dique de — — : est au moins du troisieme ordre de petitesse. 
D'apres les formules du Chapitre XIV, on pent ecrire 

/ X :_ u cos(n/-4- i) — V sin(/i^ 4-£), 

\ y — w sin {nt-\-i) -\- v cos(/i/ H- e), 
(5) { 

J ;r,— WiC0s(/i^ -+-£) — ^tSin {ni -f- e), 

\ y, — M,sin(/i^-f- e) -h ('iCOs(/?^ 4-e). 

Nous supposerons dans ce qui suit que les elements a et e, et par suite n, 
sont communs a la Lune reelle et a la Lune Active (on ne fera meme porter les 
differences que sur les elements e et y) ; c'est ce qui a permis d'ecrire dans les 
deux dernieres formules nt + e, et non pas n,/ -f- e,. On a ensuite 

j?'-h v'— a*-4- i^', x\-\- y\^z:u\~\~ v\y xx^-^ yy^ z uuy^-^ vv^^ 
(or - jri)«-+- (7 -y, )*=(£/-(/,)« 4- (i'-i',)'. 
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Done, dans i'application du principe precedent, on pourra remplacer, dans 
Tequation (4)» la quantite 

(r-r,)«-(^-a70'-(7-/t)'-(^~^i)' 
par 

(r-^r,y- (u- u,y- (P - ,>,y^(z-z,)K 

Les developpements trigonometriques de a: etj contiennent cinq arguments, 
tandis que ceux de w et ^ n'en renferment que quatre. D'apres les formules (lo) 

du Chapitre XIV. - f nous dirons desormais - pour abreger] et u sont develop- 

pables en series de cosinus d'arcs de la forme 

V contient les sinus des memes arcs; $ tient desormais la place de t. Chaque 
coefficient est le produit de e^e'-^'y** par une serie procedant suivant les puis- 
sances de m, e^, e'^ et y^. La coordonnee z vse developpe en une serie de sinus 
d'arguments tels que 

chaque coefficient est le produit de e^e'-^'y*^^* par une serie procedant suivant 
les puissances de m, e^, e'^ et y^- 

127. Ces preliminaires poses, admettons que x, y, z repondent aux valeurs 

e — o, y = o, 

a?|,j, etjs, correspondant a 

e.Oy y = o. 

II en resulte 5 = s, = o; yj ne figurera pas dans les arguments, et — sera de la 
forme 

dans cette formule,y estessentiellement different de zero, puisque nous avons 
mis a part les termes dans lesquelsy = o. En faisant dans la formule prece- 

dente e =: o, on aura la valeur de -» 

il en resulte 

(7) i--i=2('^i^*-^---0cos(2«?dzy>')4-2^^^c<>s(2/S±y9±y>0. 
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292 CHAPITRE XVI. 

On aura des resultats de meme forme pour les differences r — r,, u — u^ et 
f' — ^,, en changeant, au besoin, les cosinus en sinus. La formule (4) donne 
maintenant 

3 fois la partie constanle de f j 

= part, const, de rr, f — A 

^ part, const. ^^\\{y^ - J:) [('-'•.)'- (" - ''.)"- (^' ~ *'i)'] \yf^ + (7^ - 7.)*] j 5 

il en resulte, d'apres la formuie (7) et les formules analogues relatives a w - w, 
et (^ — ^',, que la partie constante de [-* — - j contient au moins le facteur e*. 

Or les parties constantes de — et ~ se deduisent de Texpression 

A-+-Be«H-Cy=-hEe*-h2Fe*y»-+-Gy^-+-..., 

en y rempla^ant par zero, d'abord y* et ensuite c aussi; la partie constante du 
developpement de -f sera done 

( V-+-Be«4-Ee^H-...)- A^ Be* -h Ec*4- . . . . 

Puisque cette expression doit contenir au moins le facteur e', on doit avoir 
B = o, quelles que soient les valeurs de e' et de m\ il en resulte done bien 

B, = B5 = ..^o. 

Pour prouver que Ton a C = o, il suffit de reprendre les memes raisonne- 
ments, en faisant jouer a y 1^ role de e^ et tice versa. On supposera done 

e = o, y = o, dans ^r, j, z^ 
e-—o^ y<o, dans .r,,/,,s,. 

On trouvera 

4 =r2(^o-+-e,y*4-3,y^-4-...)cos(2«*|±y'9')-+-2^'^y'*'<^«s(ii?±:y>'db2X:Y)), 

J =2^ocos(2f^=ty>'). 
- —\ —^{^\y^-^^tf-^' ..)cos(2i4iiiy'9') -hVcDy*^cos(2«^±y'9'ih ikn); 

dans cette derniere formuie, k est essentiellement different de o; con- 

tient done le facteur y'-, et il en sera de meme des differences r — r,, w — w, 
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et^ — ^,. On a d'ailleurs z = o, et 5, contient le facteur y. La formule (4) 
donne 

is fois la partie conslante de ( ) 
= part, const, de /r, ( j 
-4- part, const, de j ^ (^^ - ^) [('• -''1)'— [u-u,y-(i^-i>,y-z]]^~ -! (^~ - j^^ j ; 

la premiere portion du second membre contient le facteur y®, et la seconde y^ 
Or la partie constante de — — - est egale a 

(A -+- Cy*-f- Gy*-+-. . .) - A =: Cy'-4- Gy*H- . . . . 

On a done identiquement C = o, et par suite 

Ci — C,==. . .= 0; 
la premiere partie du theoreme d'Adams est ainsi demontree. 

128. Adams a trouve, par ses calculs directs, 

I 122S 

16 128 

ID 

o 

il n'est pas alle plus loin, parce que, dans Ee^H- 2¥e^y^ -hGy\ il aurait fallu 
determiner des quantites du huitieme ordre; celles du septieme sont deja diffi- 
ciles a former. 

On a, d'autre part, 



ou bien 



(9) 






Digitized by 



Google 



^94 CHAPITRE XVI. 

en posant 



On pent ecrire 



8 64 ' 8 

.. 3 , i8q _ -, 3 , 27 . 

2 32 2 16 



\i6 128 / 

K=6( m«-4- ^ mA =6F -+-..., 

„ 3/ , 63 \ 3^. 

2\ 16/2 

2 \ 8/2 



On a done les egalites approchees 

H K M N 

Adams a demontre qu'elles sont rigoureuses, et c'est la seconde partie de son 
beau theoreme. 

Donnons a a?, y, s les valeurs qui repondent a 



et a 07, , J, , s, les valeurs qui repondent a 

Nous determinerons y par la condition que 9, et, par suite c,, soit le meme 
dans les deux cas, ce qui nous donne, en vertu de la premiere relation (9), 

d'oii 

(M) y«=.|(ei_er)H-...; 

ainsi, y^ contient le facteur ^ — e,. Le developpement de — est de la forme 

k est essentiellement different de zero. On en deduit, en remplagant y par o, 
e^ par e, c[^^ par Co, sans toucher a i, 9, 9', e\ m. 



J -2 ^0 cos(2 i^ ±:y> ±/9M 
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TRAVAUX d'aDAMS SUR LA TH^ORIE DE LA LUNE. 2C)5 

d'oii 

I - i z:. y [C<," - Co-t- i:V'/'+ • • •] cos(2«^ ±y> ±/9') 
/ 1 r Art 

C^^ — Co = 0(^0 ~ 0(^^) contient le facteur e — e^; tous les autres termes de 
la formule precedente renferment le facteur y^, done aussi e — «,, d'apres la 
formule (i i). On peut done dire que les quantites 

I I 

contiennent toutes e — e^ en facteur. Or, si Ton se reporte a la formule (8), on 
voit que toutes les expressions 

"■■(^-0' (k-O"--'- (;';-?)<"-"•'•■ (^-7.)"-'>' 

renferment le facteur (e — f', y. Quant a Texpression 

elle contient le facteur (e — ^, )y^, ou bien (e — €^y, d'apres la relation (ii). 

Done, en resume, la partie constante de (-^ — -) contient le facteur 

(e - e^y; mais, comme cette partie constante ne depend que des puissances 
paires de e et e,, elle devra renfermer le facteur (e^ — e]y. Or on a 

— = A 4- Ee\ -h aFef y*-4- Gy*-+-. . . 4- des termes periodiques, 

OU bien, en vertu de la formule (i i), 

1 2FH H* 

d'ou 

I 



=:A-hEe*H-.... 

r 



On en conclut 



z 'E{e\- e^)-{ t^e]{e^—e\) H- -^.-(e' -ej)*-i- ..4- des termes periodiques. 

La partie constante doit etre divisible par (e^ — aj)^; il doit en etrede meme de 

E(e; ^e*)-^^ej. 
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On en conclut 



CHAPITRE XVI. 




2Ee?- 


aFH , 


o, 


H 
£ 


K 

~F' 





la premiere des relations (lo) est ainsi demontree. 

129. Donnons maintenant k x, y, z les valeurs qui repondent a e^ o et 
Y^o, et a a:,, J,, 5| les valeurs qui repondent a e^o etY = T«>o« Determi- 
nons e de fagon que yj et par suite g soil le meme dans les deux cas; nous 
aurons, en vertu de Texpression (9) de g, 

d'ou 

e^ contiendra done le facteur y^-- yj. On aura pour — un developpement tel 
que 

J est different de zero, puisqu'on a mis a part le terme qui correspond kj = o, 
Les coefficients Q et ^*) sont des fonctions de y^. En remplagant y, par y, fai- 
sant e = o, remarquant que yj ne change pas et designant par cj^ ce que devient 
C}^^\ on trouve 

^^^gocos{2i^±fcf'±2kn), 

puis 

^^-'-^^[Q'o''-<^o-hg[''e^-^..,]cos(2il±f<p^zh2kri) 

-h^5^^>eJcos(2il±j(p~±f(^'±2kn). 

Tous les termes du second membre contiennent e en facteur, a Texception de 
la portion go'— 5o = *(t?)~"^(T*) q^^ contient evidemment le facteur y^— y^ 
Voyons ce qui arrive pour z^ ; on pourra ecrire 

^i = yi^[<li''^<lVe'-\-...]sin[2i^±f<f'±{2k-^i)ri] 

-hyi^Dn(J)eJsin[2i^ztj<^±f<^'ziz{2k'hi)r]] 
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/ est essentiellement different de z6ro. En rempla^^ant e par zero et y, par y, ii 
vient, puisque r\ reste le meme, 

5=y24LoSin[2/^d:y'9'ib(2A-M)Tn], 

-+-yi20R(»e>sin[2£5=!=yoiby>'±:(QA--+-i)Y)]. 
F.a quantite 

est evidemment divisible par y — Yi ; «^ est aussi divisible par y — y^ commo 
on Ta vu plus haut. On pent done dire que les divers terines de s — a, con- 
tiennent en facteur soit y — yn soit ^y,. 
Posons maintenant 

3Cj — 111 :±jo ity'9'it 2Xyj, 

et appliquons la formule (8) : chacune des expressions de -7 — ;» r — r,, 

u — u^ et^ — v^ se compose d'une serie de termes en cosa, ayant tous y* — yj 
en facteur et d'une serie de termes en cosa, contenant tous le facteur e. Chaque 
terme des developpements 

^"> (^-7-)'' (;--:) ('•-'-.)% (l-i)(«-«.)S {7-^)i^-^.y 

s'obtient en prenant trois facteurs de la forme cosa,, ou deux facteurs cosa, 
et un facteur cosaj, ou un facteur cosa, et deux facteurs cosaj, ou enfin trois 
facteurs cosag. Dans le second cas, (p ne pent pas disparaitre, et Ton n'obtien- 

drait rien qui entre dans la partie non periodique de -; dans le premier cas, le 

produit de trois facteurs en cosa, contiendra (y* — yO'- Avec un facteur en 
cosa, et deux en cosa^, on aura d'une part y^ — yj, et de Tautre e^ qui amene 
y^— y^; done, en somme, le facteur (y^ — y*;f) existe dans tous les termes du 
groupe mentionne. Quand on prend trois facteurs cosaj, les valeurs dey ne 
peuvent pas etre egales toutes a ±1, car alors deux de ces valeurs seraienl 
egales entre elles et 9 ne disparaitrait pas du produit des trois cosinus. Done 
Tune au moins des valeurs dey doit etre >2; le produit contiendra done le fac- 
teur e^ et, par suite, (y*— yj). Ainsi done, toutes les parties non periodiques 
des developpements (i3) contiennent (y- — y"^/ en facteur. 

T. - III. 38 
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Reste a examiner la partie constante de (— — - ) (5 — s,)^. Posons 

(3, = 2 il ±y 9 d-y ' 9' dt ( 2 A: -+- I ) Y) ; 

5 — 5i se compose de termes en cosp, contenant y — y* ^^ facteur et de termes 
en cos Pa contenant e. On verra aisement qu'on ne pent prendre que les trois 
combinaisons suivantes, a cote desquelles nous inscrirons les facteurs cor- 
respondants 

I lerme en cosaj et 2 en cos (3, (y*— y?) (y — yi)S 

N 
I lerme en cosai et 2 en cos^j (y'""yi)^' = (y'-"yi)*Vi ' 

I lerme en cosa,, i en cos^, el i en cosPj. (y-— yj) (y — yi)^. 

On aura done toujours le facteur (y — yO^ et, par suite, (y^ — y^)*, puisque 

finalement la partie constante de -!: ne peut contenir que des puissances 

paires de y et y^ . Or on a 

— =A-4-Ee^-f-2F^*yJ-4-Gy}H- 

- =AH-Gy*-f-..., 

d'oii 

/', /• 

Cela doit etre divisible par (y*— yO^' ^^ tenant compte de la relation (12), 
on voit que Texpression 

<^-(y' + y?)-^y? 
doit etre divisible par y^ — y^ ; ce qui donne 

^Gy?--M-/i=^' F==G^ 

c'estla seconde des relations (10) que Ton voulait demontrer. 

La seconde partie du theoreme d'Adams constitue une tentative tres heu- 
reuse pour rattacher les developpements de c et ^ a celui de la portion con- 
stante de -• 
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CHAPITRE XVII. 

THEORIE DE LA LUNE DE HANSEN. 



130. Hansen a expose sa methode dans TOuvrage intitule : Fundamenta 
nova invesligationis orbiicB verce quam Luna perlustrat (i838). II y a apporte 
ensuite quelques modifications dans sa Darlegung der iheorelischen Berechnung 
derin den Mondlafeln angewandten Stdrungen (1862-1864), et e'est de ce der- 
nier Ouvrage, surtout du Tome I, que nous allons rendre compte ici. 

Soient a, n, e, i, 0, cr, c, r, /, £ le demi grand axe, le moyen mouvement, 
I'excentricite, Tinclinaison, la longitude du noeud ascendant, celle du perigee, 
celle de Tepoque, le rayon vecteur, Tanomalie vraie et I'anomalie excentrique 
de la Lune a Tepoque /; ce sont done les elements elliptiques variables. Les for- 
mules 

/ £ — e sine =^ nt -h C — cj = n^ -i- c, 

(i) ^ rcos/=a(cos£ — e), r sin/ = a y/i — easing, 

( n*a^:=y.{i -h m) 

feront connaitre ret /. Si Ton suppose connus 0, i et cr, la position de la Lune, 
a Tepoque /, sera completement determinee. Nous avons represente par x Tat- 
traction de deux unites de masse a Tunite de distance, par m la masse de la 
Lune, celle de la Terre etant prise pour unite; nous designerons par m' la 
masse du Soleil, et par 

x(i-hm)S, '/.{i-\-m)(r et x(iH-/»)Z 

les composantes de la force perturbatrice provenant de Tattraction du Soleil , 
suivant trois axes mobiles, le rayon vecteur de la Lune, la perpendiculaire a ce 
rayon siiuee dans le plan de Torbite et la normale a Torbite. En se reportant aux 
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formules (a), page 29 de ce Volume, on pourra ecrire comine il suit les equa- 
tions qui donnent les derivees des elements elliptiques : 



da na^ /, . . ^ p\ 

^f = -vr^[ssin/-.i.(^-;)], 



(2) 



di na ^ , - -^ . .dB na ^ . , ^ ^, 

-jT = Z/- cos(/h- CT — 6), smi;77 = ■ Zrsin(/H-By~ &), 

"^ V^i — e' "* y/i — e' 

ecfei 



26 



sin*- -1- -+- na^\/i — e* — Scos/h- ^ ( ih j sin/ L 






e- drs 

I -h y/i — e* ^^ 



/i — e^ sin* ^ 



-4- 2 v'l — e'sin 



2 r// 



Soient x\ y\ z' les coordonnees du Soleil, rapportees aux axes mobiles defi- 
nis plus haut, A et r ses distances a la Lune et a la Terre; on aura 

^ "^ TTHi r ( A"^ "" V') - A^) J' ^ "^ TTT^i ^ A A"' "" V^y ^ ^ TT~iii ""' ( A^ "" 7^)* 
131. Dans I'orbite mobile, Hansen introduit un point X, origine des longi- 




tudes (y?^. 9), tel que, si Ton pose 



NX ^ ^, 



on ait 



do 



.dO 



dJ = '''''' d-r 



Tare NX n'etant defini que par sa differentielle, a n'est pas entierement defini ; 
mais il le deviendra si Ton s'impose, au debut, la condition 



ffo=< 



Hansen pose 



Xn ^ •/ IT. <y -f cj - 0. i ^\ M '-Z y 4-/. 
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On aura 
d'. 

(3 



d'( 



m: 



(5: 
p- 

(6] 
oil 
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d-t d<j dm dd dw , ., d^ 

Tt'=Ti^-dl-m = -di-^'-''''''^Tt' 
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132. Hansen considere une ellipse de grandeur et de forme constantes, qu'il 
fait tourner dans le plan de Torbite mobile, d'un mouvement uniforme, afin de 
tenir compte, des la premiere approximation, du mouvement moyen du peri- 
gee. Soient a^, n^, e^ les elements rigoureusement constants de cette ellipse : 
ce seront les valeurs moyennes des elements variables a, n et e; designons, en 
outre, par n^y la vitesse angulaire de rotation de Tellipse, et par Uo une con- 
stante. Adesignant la position occupee a Tepoquc / par le point le plus voisin 
de la Terre, on aura 

XOA zziTToH-Zlo/^- 
Soit M la position correspondante de la Lune; le rayon MO rencontre I'ellipse 
mobile en N {fig* lo); Hansen designe par r et / le rayon ON et Tahomalie 




vraie AON dans Tellipse auxiliaire, par n^^z Tanomalie moyenne, et t Tanomalie 
excentrique. On aura done 



(7) 



\ 



6 — eoSing = /Io:j, wJ «; — x(i -hm); 

rcos/m ao(cose — ^o)> rsin/^i ^oV^' — <^l sine, 



On voit que, pour le calcul de v^ on fait porter toutes les perturbations sur 
I'anomalie moyenne de Tellipse auxiliaire; z est une fonction de / que nous ap- 
prendrons a calculer. On voit aussi que, si v est le meme dans les deux orbites, 
il n'en est pas de meme des rayons vecteurs ON et OM. Hansen pose 



(8) 



/• = /-(H- v). 



On va calculer^; on a, d'apres la seconde equation (6), quand la force per- 
turbatrice s'annule, 

/•'-^ = no}\l\ — e*. 

Cette expression convient encore au mouvement trouble; seulement on doit 
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prendre, les elements etant devenus variables, 

(9) -^^ ^^ ^ =x(n-m)Sr, 

On a ensuite 



dv na}sj\ — e^ df df dz 

dt =—7^ — -^-dt-^''^y-Tzdj^''^y' 



Mais on a aussi 



Z'€- 



'' dz =''o«?\/i — ^J; 



en tirant de la ^» et le reportant dans Tequation precedente, il vient 

Or on a 

ce qui permet d'ecrire 

dz_ na^s/V=^^ j ...^ . / V y| y (-rV 

dt n^a\sji — e\\ '' \' -+- V ) y^i-e'V^o/ 



On elimine r a Taide de la relation 

P 



r = 



I -+- € cos/ 
et Ton pose 



(II) 



, na i/x(i-|- m) , / 5 x(i-+-m) 



_ no^[o __ s/ x(i-+-m) /- _. x(iH-m). 

S/j — el y/ao(l — ^5 /'o 



et il vient 

dz__h^ 

dt ^ h ~^ " ho ao i — «; "^ A Vn- v/ ^ 

On fait encore 

^ /lo ao I — ^0 A I -f- V 



. A2i-4-.cos/^Ao/_j^y^^_/2Y^ 
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et il vient 

On aurait aussi les formules 

Enfin Texpression de W peul s'ecrire, en ayant egard a la troisieme des for- 
mules (7), 

h /lo ^^oO ^\) 

133. La quantile W, definie par la formule (i4)» contient le temps / de trois 
faQons : par n^yt^ par r q{ f qui dependent de z au moyen des relations (7), et 
par les elements variables A, e et y^. Pour introduire les composantes de la force 
perturbatrice, il faudrait remplacer h, e eiy^ par leurs valeurs en fonction de t. 

Hvaudra mieux calculer --^, parce que ce ne sont pas h, e eiy^ qui sont donnes 

immediatement, mais -77) -r, ^^^' Nous formerons —7- ou plutot -.-> sans faire 

al dl dt dt ^ at 

varier le temps qui figure dans reif par z ; il convient, pour plus de clarte, de 

remplacer / par t dans r, / et s, qui deviendront ainsi p , 9 et ^ ; on aura done 

[ £0 — eoSineo = '^oC* 
(i5) ' PCOS9 = ao(cos£o— eo), 

' psin9=2aov* — ^JsirfSo; 

par ce changement partiel de t en t» W deviendra \V, et Ton aura 

Si Ton faisait, dans cette expression, t = ^ on retrouverait W. 
On trouve aisement 



dt 



_^r_ Ih . ^ ^^ - ^H-ecos(9-^/^o7^-^7^o— x) 1 
^ dtl A "^ Ao^ ci,{i-el) J 

A - esin(9-^/^o.r^4-7ro-x) . 
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THEORIE DE LA LUNE DE HANSEN. 3o5 

dans la premiere partie du second niembre, on doit faire varier / seulement dans 
A, e et y , et non dans n^yt. 

Or, si Ton a egard aux relations siiivantes qui decoulent des formules (iS), 



P 

Tequation (i6) donne 



— ^^ — ^5 ' — s? — sincp, 



1 expression de --^> on trouve 



^AV li . - I -H ^ ros(o -h//„ 1/ -f- TTo — y) h «« ^sin(a) 4- /lo v^ -i- ^^o — y) 

d'oii, en vertu de la formule (i6), 

f)W /i dp h (To esin(9 -4- /loV^ H- TTo — x) 

'^o ^^ p ^0 ^C ^0 p y/j — ej 

Si Ton tire de la la valeur de esin(cp -h n^yt-h ^o — x) pour la porter dans 

dt 
(fW __ d f ho h_- 1 + ecos(9 + //q v^ -f-TTp— ;^) 1 

D'ailleurs les formules (2), (3), (9) et (i i) donnent 

dt P 

I e-^ =:/iaVi — ^* — Scos/-H5n-h - jsin/ . 
On en tire aisement 



— ^ -j^ =— G-esiny -hsiny Ssin/-4- -(- — -) 

x(i-hm) dt p '^ ^L -^ e\r a/J 



I dhe%\x\y 

' ' \i' — O oil! / —I— OIII 

X [- S cos/-i- 5(^H- ^) sin/j , 

he cosy ^r [a - r ^ fP ^\1 

. -*-? ^=:— S-ecosY-4-cosy Ssm/H — (- 

^{i-^m) dt p ^ ^l -^ e\r aj] 

— sinx — Scos/-+- Gf i-t- - jsin/ , 
T. - III. 39 



d^ 
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3o6 CHAPITRE XVll. 

et, en tenant compte de la relation 

— e'- -h -(- — -] = ( i -h -] cos/, 



il vient 



x(i-h/n) dt 

ou, plus simplement, 



• 4- ^ ( I H — j (sin/ cos/4- cos-/ sin/), 

I ci/ieco^y ^ . ^f ''\ , ^ • • .-^ 
-^ — S sin i' 4- G ( I H — J (cosx cos/ — sin y siny ), 



r cihc^my ^ 

— z — ^ = — S cos i 

x(i4-/w) dt 



(19) 



I d/iesmy ^ 

-J- — ^ = — S cos (^ 

x(i4-/n) dt 



(I dheco9^y ^, . / r\ 

—T T -r- — - — b Sin (^4-14-- 
x(I4-/^0 dt \ p 



S sini^, 



e cos i'. 






En ayant egard aux relations (18) et (19), il vient 

I ^ r ^ A -P. » 4- POOsTy 4- //q.v^ 4- TTo — x) I 

x(i4-/n) c^^[ Ti h^ a^ » — ^o" J 

I cos(cp 4- /^o/^-+-^u) Ssinr 4- ( 1 4- - ) Scosr i 
«o(i-^J)| ^sin(-^^^^^^^^)r Scosi^4-(i4-^)Gsini>l 
-__ r^ -L. £ _J_ 1 e !: 

Apres quoi la formule (17) donne, si Ton tient compte de la relation 
x(i-H/n) = hlpo = h^p, 

-^ = 2AopSsin(/-(p) 



(20) 



dt 



4-AoSrl2£cOs(/— <p) 

= A.Srj.ecos(7-9)-'-^/7r^(^^[cos(7-9)-.]j 
+ 2/*,pSsin(7— ?) 
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THfiORIE DE LA LUNE DE HANSEN. Soy 

134. Hansen introduit, au lieu des composantes © et S, les derivees par- 
tielles de la fonction perturbatrice par rapport k rei^. 



Fig. II. 




Soit CI la fonction perturbatrice divisee par le facteur x(i -h m). On aura 



or on a constamment 



or = r, y=zo, 5 = 0; 



nous poserons de plus, en designant par M et M' les positions de la Lune et 
du Soleil a Tepoque quelconque /, 



Nous aurons ainsi 



On en tire 



cosMM =:^=H. 

r' 



da _ m' / r~rH _ H \ 



ou, d'aprfes le n** 130, 
On a^^ffisuite 



da 
dr 



= 8. 



da _ m' (rr' r\dll 



Or, si Ton designe par X et X' les origines des longitudes dans les deux 
plans mobiles, el que Ton fasse 



XG = o, X'G = ij., XM 



X'M'=^' XGX'=:J, 



Digitized by 



Google 



3o8 CHAPITRE XVII. 

le triangle spherique MGM' donnera 

H=:cos(t' — 9)cos(^'— vj;) -4- sin (i^ — 9) sin(t''— 4*)^^^!, 



d'oii 



dR 



-ry =— sin(i^ — 9) cos(r'— ^) -+- cos((^ — 9) sin (t^'— 4*) cosJ = cosM'N, 
en definissant le point N par la condition MN = 90°. Mais on a 



•—7 r=cosM'N. 
/• 



II en resulte done 



ou, d'aprfes le n** 130, 



da m' 



dv I -h m 



'''{h-7-y7' 






La formule (20) pourra done s'ecrire 



g^=Ao|aecOs(/^9)--l^ ,,a,;/f^,;) [cos(/--9)-i] 






(ai) / ^_2Ao£sin(/— 9)r-^ 

135. Quand on aura efTectue le developpeip^lit du second membre et Tinte- 
gration relative a /, il sufiira de changer t en t pour avoir W, apres quoi on 
pourra calculer^ par la formule (12). 

On peut introduire une simplification en faisant 



d'oii 



/lo 5 = /lo ^ -+- Co -+- /l© ^^» 



noK= n^T-hCo-^- riod^i; 



8z et S^ sont de Tordre de la fonction perturbatrice. Soit pose 



y = /lo T -+- Co = £0 — ^0 sin Ey, 



Pe sin9o = aov^i — cj sine©, 
Po cos 9o = a© ( cos fio — «o )> 
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THtORlE DE LA LINE DE HANSEN. SoQ 

et soil Wo ce que devient W quand on y remplace p et 9 par po ^t o^, 

xir . ^0 . ^ ^ I -f- g cos(9o 4- n^yt -h tTq — x) 

On aura, par la serie de Taylor, en attribuant a Tanomalie moyenne y I'ac- 
croissement nQ^l, 

et, apres avoir change t en /, 



(22) W=:Wo+ ^Jl±,i,3z+i -5L^(no35)« + 

oil les derivees ayant ete prises par rapport a y, la barre indique que Ton doit 
changer t en t, ce qui changera y en 

On aura, en vertu de la formule (21), 

-^=yi,j-fcos(/-9,)-.-f/;T^;;^^^[cos(/-<p.)-,]^^ 

(23) < -h2/ioi^sin(/-9o) 



(^z- 



La formule (i3) donnera, en tenant compte de (22), 

W, „.==„,,...^„./[w;.^..a.-.i^(„...,.....|(^)--ij(|)].,. 

Remarque. — On aura, comme pour W, 



) 


/• = rl 4- — -^ /I 63 H r-^ 


136 


i. Determination de v. — On a 




r = r(i-f-v). 



d'oii 

dr , ^ dr dz - dv 

En vertu des relations (lo) et (i i), il vient 

dr , .d7[ Y ("rX hJl^\^ -dv 
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CHAPITRE XVII. 


d'oii 






d'j \ dr , ^dr ( y 




dt J. dt ' ^ ' UzKj.^^i 



En ayant 6gard aux formules 

-jl^he siny, —=h^e^ sin / , 
i. — ^*(' -hecosf) _i_ __ I + gocos7 

l*expression precedente de ^ devient 

dv __ /lesin/ hee(^s\n{/—/) ^ Agpsin/ v e//* 

777 ~" ao ( I — ^5 ) «o(» — ej) ^'oC — ^Ji 2^;v/i — ej ^^17F* 

Mais, si Ton differenlie (i4) par rapport a z, qui n'entre que dans r et/, il 

vient 

^W 2/ieoSin/ r /^ ^ ^i 

__ ^iL'r < gsin(7-H^or^H-7:o— x) ^o^Ss/^ — ^o 
2 A ^0 sin/ 

. . -7. iH- e cos/ . . . 1 -f- ^0 cos/ 
-h 2/1^0 smy — ; ^ — 2/iesin/ — -—2 — -4. 

En rapprochant les expressions precedentes de ^ et de -^. il vient 
. ^ e/v I c^W y , . dr^ 

(26) -77= r- H -; (I + V) -7-- 

On a d'ailleurs 



/*o<^- oy oy^ 2 (>y* 

il en resulte done 

oil C est une constante d'integration. 
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THEORIE DE LA LUNE DE HANSEN. 3ll 

On a d'ailleurs 

(27) — -r^ -h -.--?- n.oz -4- - .- M /inOzV H- . . . ; 



r„ es 



el e«, 

13 

le n° 



Or 
na»U( 

(28) 

oil a 
conti 



(•^9) 



Gr 



So 
perig 



II 
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3 12 CHAPITRE XVII. 

done, abstraction faite de pelits termes, 2N et ^K representent la somme et la 
difference des quantites o) et co'. 

Soit pose, dans lay?^. 1 1 de la page 807, 

<7 = XA; AG =0; x\ — B; MAv =■ i; ^=:XG; 

<7'=X'A'; Pl'G=W; a-k'^^'; M'AV:=/'; ^r=:X'G; 

on aura 

9 = Oh-<7; ^r^^'-ho-'; d(j = cos idO; da' = cos i' d6' , 

et, en differentiant les formules (28), 

d^ziz-^n^oLdt— i {d<i>^d^-^dij'^dfj'), 
dK=iH-fh'ndt— - (d(p — dW-i-d7 — da'). 

Mais les analogies differentielles appliquees au triangle AGA' donnent 

dJ = cos^di — cosWdi' -hsin^siaidS^sinWsini^dB'; 

e/0=:— colJsinOfl?/-!- ( cot J cos O sint — cos i)dd 
■+- cos6cJsinU^flfi' — cos^cJcosWsini'cfO'; 

dW=i— cos€cJs\n<l>di h- cosecJ cosOsin/^9 

-4- cot J sin Wc?/'— (cotJcosWsint' 4- cost')^^'. 

En portant dans les expressions precedentes, et rempla^ant rfO et rfO' par — —. 
et r,, il vient 

COST 

dJ =z COS ^di H- sinOlangi^o"— cos^^^Z'— sin^langi'flfo'', 
dS^^n^(xdt-^- col - (s'in<l> di— cos^idingid(7 — s'lnWdi' 4- cosWtang/'cfo-'), 

dK^n^ndt — - tang- (sin^^t — cos ^ tang /c/a -+- slnWdi^ — cosV langif'e/o^). 



On pose maintenant 

(3o) 



P = 2sin - sin(N — No), 
Q = 2sin- cos(N — No)- 
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TUEOKIE DE LA LUNE 1>£ UAKSE.N. 3l3 

No designant la valeur initiale de N. On en tire 

dPi=c.ns- sinm — N»^/iI-+-asin- r.n<i(\ — N.\d\. 



N^ 

(3.) 

N( 



et il 
p,q. 



(32) 



Nous 
d'api 
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3l4 CHAPITRE XVII. 

ce qui nous donnera 



(33) 

\ dl 1 -h /n 



-7- = — hcosi ( -TT jz] rr' s\a J sin V sin (i^' — ^), 



-3 — hcosi ( ^ ■ji\ rr' sin.] cosv s\n {v' — ^). 



Cela permet d'ecrire comme il suit les formules (32) 

— ^_noaQ-h 7^7^/^ ( ^ - pr, ) /'r'smJ cos - sin(i''-4/)sin(t'-9~N^-No) 

J 

^^^;/ .dp' . ,^^'\ 

H 7 cosy -^ 4- sin& -^ )j 

cost' \ a/ dl J 



-jj =-h /toaP /* (t: n) rr'siaJ cos - sinCi'' — <l/)cos(i'-— 9 — N-f-No) 



cos 



^= '*oTn -Y:^hi^-^^-^-^^jrr'sin'-sin{v-^o)sm(i^'-^) 

-+- - laug r, ( cos 4^ -J- — sm^' -7- h 

2 ^2 cost' \ ^ dt ^ dt J 

oil Ton a fait, pour abreger, 

(33) 0=:^_^_N-f-No. 

138. Nous allons introduire jp> 3q e^ij?* Nous avons, d'apres le n*' 134, 

f > m' / 1 , H \ 

A«r= ,1 +,.'«- 2 r/'H, 

Hr=:cos(^'— 9) cos (i^' — 4/) -+- sin (i^ — cp) sin ((^'--<)/) COS J. 

On en conclut 

^=- 7T^(i -J^)'*'' sin(i^-(p)sin(/-4.)sinJ, 

^9 ~ IT^ (i "" 7^) ^'•'[sin(t'-?)cos(v''-tI/)-cos(i'-9)sin(/~4/)cosJ], 

•^= Y"^^ (^ - ^j /•/•'[cos(i'-9)sin(f''-i^)-sin(i^-^)cos(i^'--tI/)cosJ]. 
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TH^ORIE DE LA LUNE DE HANSEN. 3t5 

On tire ensuite des formules(38) et (3o) 



d'oh 

(36) 



Ces 
(37) 

(38) 

Les 
des de 
a ces V 



d'oii, ( 
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3l6 CHAPITRE XVII. 

On tire de la les combinaisons suivantes : 



cos 



cos 



'-37t4-7P3T7== -n 75 rr'sinJcos - sin(t^' — 'V)sin((^ — © — N + No), 

' i dip "■ 4 ^ dK =-" rr^ (,Ai "" V^) ''^ sinJcos - sm(c^'~^.)cos(i;-(p-N + No), 

jP^i^-hyQ^TT— I xi 71 ^' Sin' - sin(<' — ©)sin (i''— <^). 

Des lors, les formules (34) deviennent 



J 

cos- 



(39) i 



\ 



J 

dQ T, , f ,3 dSi I r^dSi\ ^^^2/' . .dp' .dq'\ 

dK '../r^dSi ^dSl\ 



4 cos - cos /' 

3 



Ce sont les formules cherchees. 

L'equation (35) montre que, si Ton neglige N— No, 6 est egal et de signe 
contraire a 4* = X'G, longitude dunoeud ascendant de la Lune sur Tecliptique. 
En combinant la relation (35) avec 



on trouve 



6 — no(a. + Y})^-i- No — K — tt'o- 



On determinera a et y) de facjon que P et K ne contiennent pas de termes pro- 
portionnels au temps. 

139. Peut-etre ne sera-t-il pas inutile de donner I'expression explicite de Q 
en fonction de P, Q et de K. II suffira evidemment de faire la chose pour H. On 
a les formules 

H — cos'- cos(r — (/ — (p -^ij>) -^ sin'- cos((^ -\- v' — 9— 4>), 

P ~ 2 sin- sin(N — N©), Q — 2sin - cos(N — N©), 
2 2 

2N — TTo -+- Tl'o — 9 — 4^ — 2/^oa^ 



2K 



7:0 — 7:0 



?■ 



2/loV}/, 
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THtORIE DE LA LUNE DE HANSEN. '^ 1 7 

qui permettent de resoudre la question. On a d'abord 

sin' - = 7—^' cos' - = I 7—^ : 



d'oii 



On er 



et la < 
On 



(4o) 



On vc 
r, p, 1 



const 

Re? 
faible 
sufBs 



2 4 



p 

N = No 4- arc tang t^ > 
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3l8 CHAPITRE xvir. 

et considerer h el c comme constants. Cherchons les perturbations correspon- 
dantes de P, Q et K; nous aurons a remplacer, dans les equations (39), -jr et 

-^ par leurs valeurs precedentes. Le terme introduit dans -^ sera negligeable, 
parce qu'il contient Tun des factcurs P ou Q. Nous pourrons nous borner a 

— J— = h COS 9 -i-csin9, ^ = osin9 — ccos9, 

at at 



— /io(iz-i--o)^-+-No— K — tt'o. 



On on tircra 



oP— sin^ rcos^, 

5Q^ JL ^cos9 sin0. 

PetQ n'ont done pas d'inegalite seculaire en correspondance avee le deplace- 
ment progressif de reeliptique; il n'y a que des inegalites periodiques dont la 
periode est celle des noeuds de la Lune. 

140. Diveloppement de la fonction perturbatrice. — En developpant sui- 
vant les puissances de -» on a 



I -h m r'^ \2 7i J 

I + ni /•■' \ 8 4 8/ 



avec cette valour de H (p. 3i i) 



H=::COs'-cos(i' — r' — 9 -+- i}^ ) -f- sin'-cos(r+ r'— © — ^j>), 



J 

— ( 
2 

-4-sin'-cos[7-»-/+ '^o ^ (/-+-.>'-+- 2 a) -+- 2N]. 



H— cos«-cos[/ — /'-H/2o^(v— /—2yi)H-2K] 
.•J 



Pour comniencer, on emploiera les valeurs elliptiques de r, /, f eif\ on 
prendra aussi 



N — const. — No, K — consl.— K©. 
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On 

On 

il viei 

On 

d'oiil 

puis 
ai 

avec ( 
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320 CUAPITRE XVII. 

Les arguments if — a/' 4- 2(0 — 2Ci>', . . . sont des combinaisons tres simples 
des deux arguments 

/ — /'-ho) — 0)' el /-i-/'-ha)-i-oj'. 

On voitqu'on aura a developper maintenant, suivant les cosinus des multiples 
des anomalies moyennes g et ^^ les quantites 

~^> -icosa/, — sin2/, 

-p^y ->j^'0S2/', — sm2/'. 
Soit pose 

^ C0S2/ri=2 Qc' COSt>, ^ COS 2/' =2 «*/^COSr^', 

g sin2/=.2 Qi'^sin^V, ^ sin2/'^2^''^s^"'V, 

oil les sommes s'etendent a toutes les valeurs entieres, positives, nulles ou nega- 
tives de i et «'; on a d'ailleurs 

Gi'^ = GrS Qi^'^ -^ - Qr ", Gy ' = - Gr^ 
Si Ton a egard aux formules 

-*-• +00 -t-ao -Hoe 

— as — ao — ao — a» 

-1- as -Hse 4- as H- « 

— ao — ao — as — ae 
■4-« -Has 4-a8 -Has 

2e,'' sin^> X 2 Fy'^ sinr^':^-2 ^ ^i'^ ^^'^ ^^^ ( /^ -+- Z'^-'), 



oil E et F sont des quantites quelconques^ assujetties seulement a verifier les 
conditions 
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THtORIE DE LA LITNE DE HANSEN. 32 1 

il vient immediatement 
puis 

= Un cos2ff^j cos2/'-h(^) sina/^pj sina/' cos(203 - r»o/) 
H- ( - j cos2/( — , j sin 2/'— ( - j sina/f -7 j cos 2/' sin (aw — 2m') 

-f. sin (2 w - 20)') r^Qc' cosi^2^i''^ ^'" ^''^' - 2^^" s\nig^G^J'^co?^i'g'] 

+ Sin (2 CO - 20)')22 [Q!^" ^'i'' - Qi'' ^'^"3 ^'" ( '^ + '*'^"') 

les parties du second membre sont egales, car, en changeant dans la premiere 
I en — '- ^^ trnnvft la sftp.ondp. Tl PAsfA Ainrml^mAnt 



on troi 

(-:)■( 

(0'( 
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322 CnXPITRE XVII. 

On pourra ecrire fmalement 

12 n ::= £2| 4- £2, 4- a, H- 12, -f- n„ 

en faisant 

fl£2, ^ u] Pj^P^'^ ^'^'^ cos(£> -+- !>'), 

flrQ^ — //J(3,2P(')Gf-'')COS(f>-h/V'H-2w'), 

On a ecrit, pour abreger, un seul T] au lieu de deux, et Ton a mis Q^'^ et G^''^ 
respeclivement au lieu de Q^" -h Qf et G^^ — G;*. On trouve 



2 



8 19'? 



Ces series sont tres convergentes; on voit qu'elles contiennent seulcment e, 
ou e\ 

141. La fonction Q^^^ contient H', et se compose de sept parties differentes, 
quant aux multiples de (o et ca'; deux d'entre clles sont insensibles, et Hansen 
prend 

ft ») -r ftfi 4- ft: 4- ftg 4- ftg H- ft,o. 

D'apres ce que Ton a vu, page i85 de ce Volume, on doit, pour tenir compte 
de Tattraction de la Lune sur la Terre, multiplier les cinq parties precedentes 
de la fonction perturbatrice par 



I 4- in 



Si Ton fait en outre 



a 



r, 3 33 . , J 7'> . 1 J 
^ 5 i5 . J i5 . J 

/o <).••' 1 5 J 
Sg — 7 sin* sin* - » 

^ f\ 1 'X 1 

n l5 . ,J I.*) J 
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on 



La 



on 



et 1 
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324 CUAPITRE XVll. 

Le plus grand effet de ces termes se reporte sur les mouvements du perigee 
et du noeud. 

142. Revenons a Texpression (23) de -^' Posons 

(45) ^=.T-^^.^r4^^--^(w,^5^-..)^]. 

n^dl sJi — elK <>/ 2a; V k J dy \ 

ce qui definit T. Mous substituerons d'abord les elements elliptiques dans T, ce 
qui nous donnera 

To= , — COS(/— 2?) — I -+- 20 —-3 

On a supprime les indices o quand ils n'etaient pas necessaires : ainsi, dans e 

et p. On va introduire -^^ et ;t^ au lieu de -j-; on a d'abord, en reunissant les 

* oe o^ or ' 

termes en p cos 9 et p sin 9, 

T " ' f _ , _ ^Q 1 ^{^^) 



2pcos9iri ^ cos/* Id(o^) . ,d(aL 



Or on a identiquement 

I — — - — O -Y- 1 ; — — 6 -\ r- ) 

etilen resulte 

3 d{aa) 2pcos9 \/a ^ cos f -\- e\d{ail) . .d{n^)l 

y/TTT^ di^ a^i — e*l\r -^ i — e^ J dv> -" dr ] 

2psino r/a . ^ ^'xn f \ d(nil) ^d(aQ)~\ 

On peut transformer cettc expression comme il suit : 

_ 2psinc? [fa . . sin/ \d{a^) .d(ail)l 

2PC0S9 -h 3a<? r/a - cos /*-f- ^\ (?(a£2) . j,d(nil)~\ 

-{- -^ / — -cos/h : — r- -h h«sin/ — r — 



3 r/a^cos/ i-hecosA ()(a!^^ . ^(^(al2)1 
-7 ^ 1 r-^ — j h ae sin/ —-3 < 
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THEORIE DE LA LUNE DE HANSEN. 32.1 

dr ae sin/ 

dv a^Ji e* ne co% f i -+- <? cos/ 

Og " 7^ ~ rs/r:^^ "^ (i-e«)« ' 

-r- =:— a cos/, 

c^r a sin /' sin f 

de r I — e' ' 

c^(a£2) _ I /rt^cos/ I -H ^co< /W(<'^^> aesin/d(a£2^ 

(^(a£2) /rtsin/" sin/\d(al2) ^c^(ail) 

--S — = 1 ^, -^ — ^ — a cos/ -^ , 

de \ f I — e^ J Oi^ or 

ct ensuite 

d(a^) I d(ail) _ e /acos/ cos/ 4- e \ d(a^) -i-gesin/ (^(al2) 

II en resuUe enfin que I'expression de To pent s'ecrire 

143. La derivee ^^ qui figure dans T© se calculera bien aisement en partant 

des formules (42) et (43), puisque g figure expliciteraent; il en est de meme 

I dQ. 

de -3-> car on a 
ds^ 

d^ _ dil 

dv "" d(»i 

Pour obtenir les coefficients de la fonction 

II r d(ail) _ _j_ di,aQ.)~\ 
^V Og sJV^^ dv> J' 

on voit que, dans les formules (42) et (43), il faudra d'abord changer les cos 
en sin, et ensuite employer les multiplicateurs 

poura£2i elai2^, 

i 2 

^ esj \ — e^ 

— -H , ^^ » ai^e, aiigela^io* 

^ e\J \ — e* 

1 .- » aii, et aiij. 
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.{26 CHAPITRE XVII. 

La (lerivee-^ se formera immediatement, paisque les fonctions P^'\ Q^'\ 

A<'\ B^'^ sont donnees sous la forme de series proeedant suivant les puis- 
sances de e. 

Si Ton pose maintenant 

-i- h 36= 2cr cosy -h 2./. cosay -h . . . , 

a ' ' 

20 sin o ^, . ^, . 

^ ~ arj-'siny -1- 2cf ', sin2y -\- . . . , 

a\/i~ c^ 

oil Ton a 

8 192 9'^iO 

cf = I — 5 e^ H e^ e<^ -h . . . , 

8 192 9'^iO 

les coefficients 3 et ^*' seront, comme on le verra bientot, les seuls que Ton ait 
besoin de connaitre. On a maintenant tout ce qu'il faut pour proc6der au deve- 
loppement periodique de To. 

Hansen represente parT,,..., T,o les diverses parties de To qui correspondent 
;i £2|,..., 12|0f et il obtient sans peine les developpements correspondants. Ainsi, 
par exemple, on a 

— (2<;f cosy 4-. . . ) - wJpi^/Pt'JK^*') sin(/V -\- i'g') 
-+- (2.7'siny 4-. . •)u\'^,2^ -^ K<'') cos(£^' + ^V) 

On trouve ainsi 

T,= 3u] ?,^iP^^^ K(''> sia(iV 4- /VO 

-^ "iPi 2 P'^*''^^''^ sin(±: y 4- /^ -h ^V), 

T, = 3w; p,^ 4Q(0GU') sin(i> 4- <V-*- 20) - 2oj') 

4- wj(3,^ Q^»»*G^''> sin (dry 4- *> 4- «V 4- 20J — 20)'), 
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T, = 3ii] 



T4 = 3u\ 



Ts= 3w? 



TIlEOniE DE LA LUNE DE HANSEN. 

A?^^ iQ^'>K<'') sin(i^4- iV+ 2w) 

A Pa 2 Q^^'^'K^n sin (± y 4- /> -+- /'^' -i- 2 w) , 

^iPs^ ''Q^'^^^"'"^ sin(i^ -h /V-f- 2a> -4- 20/) 
-+- '^JPs^ Q"*"*''^'^"''^ sin(± y -+- ig 4- i'g'+'iu^ 4- 2w'), 
Te = 3XfX£/J (3«2 ' A^''^C^^'> sin(/^ 4- i'g'-\-t>^ - o)') 

4- XfXMj|3«2 A=*=^^C^'"> sin(± y-hig-h Vg'-^ to - 0/), 

T, = SXfxi/Jp,^ B^^^D^') sln(/^ 4- iV-H 3w - 3w') 

4- >.iULW*(372B^^'D^nsin(zliy4-i^4-/V'-+-3a)-3o/), 

Tg = 3X|ULi/;|382 'A<^)Cf-''^ sin(i> 4- />' ^- ^ -+" ^^') 

-+- >ixi/;(3s2A^^'C/-'')sin(ihy4-/^-HfV-Ho)4-o)'), 

T, = nixulp^,^ iB^ncin sin(ig 4- /y -h 3gj - 0/) 

4- X^f^f Ps^ B=^»''C«n sin(± y 4- ig 4- tV + 3w — 0/), 

T,o= 3XfxwJ (3,o2 iA.('^^(n sin(ig 4- ^V -^ ^ - 3o/) 

+ V"?Pio2 A^=^>»'^Dfn sin(±: y 4- ig 4- tV -+- co - 3a)'), 
oil Ton a pose 



3.7 












^', <^A(^> 
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3^8 CHAPITRE XVII. 

Hansen donne ensiiite explicitement les series procedant suivant les puissances 
de e qui representent 

p-1,0^ P-^'..., p-^% p-^-^ ?-«-«, ?-'.-«, 

Le calcul simple de T© est ainsi pleinement assure. 

Hansen donne aussi le calcul approche de la portion Tj", qui correspond a 
Q^'^; mais je ne crois pas necessaire de le reproduire ici. 
Hansen introduit, a cote de To, une fonction auxiliairo 

qui constitue seulement une partie de T©, de sorte que Ton a 

V^i — e* L a(i — eO J dv 

On a, comme on le voit aisement, en designant par G,, Gj, . . . les diverses par- 
ties de Go correspondant a O,, O^, . . .^ 

G, = T, , G4 = T4 , 

ce qui tient \ ce que, dans ces deux cas, on a 

Dans tons les autres cas, G et T sont differents. Hansen apprend a former 
les developpements de Gn, ...,G,o: mais ce que nous avons explique pour T 
nous parait suffisant. Les developpements sont de la meme forme; seuls, les 
coefficients different. 

144. On a considere dans To les developpements periodiques des deux fonctions 

iP.^^4-3. et iPiilL?, 
a a 

et Ton n'a forme que les termes en cosy et siny. On a pu operer ainsi en vertu 
du theoreme suivant : 



Soient G et H des fonctions de / seul, Texpression 

\ a 2 / a 



Digitized by 



Google 



THfeORlE DE LA LDNE DE HANSEN. 829 

peut ^tre developpee sous la forme 



,cos 



''=2«""^(''y-^P'-^'^')' 



sm 



oil X designe un nombre entier, mais p et P' peuvent avoir les valeurs les plus 
variees. II s'agit de calculer a^=*=^\ a^*'\ . . ., connaissant a^*^ et a^"*^ Hansen in- 
troduit le developpement de p^ 

as 

^ =:H- -e* -H 2 Vr^'') cosxy. 

1 

Or on a (t. I, p. 219, 220, 225 et 226) 

pcoso 3 \^ dSy^{xe) cosxy 

=^ e -h 2 > — -7 —^ , 

a 2 .^d ae x* 

1 

psino) 21/1 — ^* v , / . sinxy 
On en conclut 

x' 

1 
psin9 V/' — ^' V ■lrv^ • 

^- ^ — — > xRWsinxy, 



e 

1 



-+-9B 4-00 



La valeur x = o est exclue, ou plutot le terme non periodique de F est nul. 
Supposons maintenant 



T. 
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33o CHAPITRE XVII. 

n viendra 

^= l^(y^ -^'^y^^^^') cosily ^o^t^^) 

— 00 

I ^ / rfR'»' \ 

+ -2i V^F' ~ '''^'^"") <^os(- xy + «' -I- P)- 

— ae 

Or, en changeant x en — x, le premier terme de F s'echange avec le second; 
on pent done ecrire 

(47) r = 2aWcos(xy-ha^-h;3), 

en faisant 

a(x)^V^— 4-xWRf'^). 
ae 

Rappelons que a^®^ — o. 

On a, en mettant — x et ± i au lieu de x, 

ae 

^R<'> 
ae 



On en tire d'abord 



0,i-l)-_r-_\^ WR' , 

ae 






puis, en portant dans les expressions de a^*^ et de a~^^\ 



(48) 



oil Ton a fait, pour abreger. 



(49) 



[ ^R^^> -1 

de W^) I 



'de RW I 

^U"> ""r >' I 



fx) _ 1 1 _!::_. 



Digitized by 



Google 



THEORIE DE LA LUNE DE HANSEN. 33 1 

Dans ces forniules, on ne doit pas atlribuer a x de valeurs negatives. Les rela- 
tions (48) constituent le theoreme annonce; on pourra s'en servirpour calculer 
., (x}-^\ 0L^-^\ . . . connaissant a^*^ et a^-*^ On a, par exemple, 



aW, a^3) 



on en conclut 



8 192 

4 12 96 

o 128 



R(M 



12 J .J 



(1) — 1 



yH='^ — 



2 



7T t"»4- O 6-'- 



8 lb 128 



li SU 

termes 
plus gi 
par ± 

Yj^*^ est 

145. 
le calci 
dePet 

(5o) 



yj(^^i= ' e^ 



I 



... I2;i . I2.i - 
^ "384 384 



9(3) _ 
/}(V) — 



48 192 



r28 64o 



40 



Digitized by 



Google 



332 CHAPITRE XVII. 

Nous ecrirons d'abord comme il suit les equations (39) 

J 

p cos - , , 

I -7- — — fioaQ-i /2oBh ., -^t-cosTtt' — No 4 K — /io(a <- ri)/] 

' cit cose at 



cos 



cos/' dt 

J 

cos- 



sin[7ro - No-h K — /io(a-+- t))^], 



(50 { 



-/ — /ioaP-t-/2oC 7-^ sin[7r' — No-h K ~ /io(a H- rj)/] 

j dt COS*' fl^^ *- " 



cos 



'A dq' 



"" ^^/' ^ (^o^iK - N0-+- K - /io(a -H Y])0, 



dt 



n^f] + /ioD-+ j (^Q-^-fP-^jcos[7r;-No-t-K-^o(a-4-r])0 

4 cos -cos/' 

2 

j (F^-Q^')sinK-No+K-/i.(«-+-ri)0. 



oil Ton a pose 



(52) 



4 COS- cos/' 

2 



n^ H -- -- hi cos* — r/^ 4- 



Avee les valeurs approchees (5o), il vient 

J daO, 



Bo — ~-^— cos* ,.. 



-^ I.J da^ 

Do — — 7 sin ZTT- ' 



Si Ton fait abstraction des termes dependant de -^ et de ^» on aura 



d'oii 



d6P I .J da^ 

— :,, — , cos-- -Tpry 

n^dt y/i _ c^ 2 dy} 

doK I . ^ daa 

— :>; — — / sin ry^; 

n^dt 2y/,__e« 2 ^Q ' 

J 



sin 



aK 



2 cos* - 

2 



oP. 



^ 
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THEORIE DE LA LUNE DE HANSEN. 333 

Cette relation est encore tres approchee dans les approximations suivantes. 

Soit A le terme constant du developpement de -jrr'} on aura, en ecrivant que 

P et K ne contiennent pas de terme en /, ou que les seconds membres de la 
premiere et la derniere des equations (5i) ne contiennent pas de parties con- 
stantes, on aura, disons-nous, 

.J ^0 J 

— 2 Hq a Sin , A cos* - = o, 

2 s/i — e^ 2 



d'oii, en eliminant A, 



/Jot) H A sm - :^ o, 

2^/1 — e^ 2 



n - a tang' - ; 



cette relation subit une correction sensible dans les approximations ulte- 
rieures. 

146. Occupons-nous du developpement des quantites B et C, definies par les 
equations (52). On a 



d'ou 



2sin-sin(N — No) = P, 2 sin-cos(N — Nq) — Q, 
sin*-^ -^(P^-^2P^Q«"hQ^), 

2 16 ^ >c ^ / 

sin»- sin2(N- No) — - PQ, 

2^2 

sin--cos2(N — No) — 7(Q'-- P'), 
2 4 

sin*^ sin2(N- No) ^ ^(P'Qh-PQ'), 

sin* - cos2(N — No) = ~ (Q* - PM, 
2 10 

sin*- sini(N-No) " ) (PQ''-- QP=*), 
2 4 

sin*^cus4(N-^No)::= -^^CP'- 6P*Q* + Q*). 

II est facile, a Taide des relations precedentes, d'introduire P, Q etK dans les 
expressions (42) et(43)de£2,, Qo, . .., £2, 0. Ufaut encore cependant serappeler 
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334 CHAPITRE XVII. 

les formules de ia page 3 1 1 , 

w =z No 4- K 4- /«o (7 -+- a — ^ ) ^ -+- (N — No), 
w'=: No— K H- /io(/-h a -h Y))^ -h (N - No). 

Prenons, par exemple, 

a^^= u\ (- sin« - - - sin* -) S Q(')Kt^') cos[ ig H- i' g' 4- 2NoH- 2K 
V 2 3 2 / ^^^ 

-f-/io(2/-h2a — 2n)t-^ 2(N — No)]. 

Nous trouverons, en posant 

X^^ ig-\- i' g' + 2No4- 2K 4-/io(2/ 4- 2a — 2y))/, 
a£23=:w?2Q"^K(''>r ^Qq*-7P»)cos.I.-- ^PQsin.l, 

- ^ (Q*- P*) cos.l. 4- -^ (P'Q -H PQ') sin.1,1; 

il n'y a plus qu*a reunir les termes en cosJi, et sinx. 

C*est ainsi que Hansen a obtenu les expressions de Q,, ..., £2,o (p. i55). II 
est facile de former les derivees ^> •? -~y -r^t •, -^, apres quoi, les 
formules (62) donneront les expressions des diverses parties 

B„ ..., B,o de B; C„ C„ ..., de C 

elles montent au cinquieme degre, relativement a P et Q. 
Pour la premiere approximation, il suffira de faire 

P=:o, Q = 2sin^. 

2 

On trouvera ainsi les expressions de la page i58; je me bornerai a en repro- 
duire seulement quelques-unes 

B,= -^(| - fsin'^-^ 3sin*J)sin^2''^'''^^'*'^^^(^>-^'V), 

B.= -i.(^ - 3sin^j4- |sin*i)sin^2Q^''G^''^^s(^*^-^^V+2a)-2c.'), 
• • • • • 

C,o=^^(^-Ysin«J-i^sin*i)sm^2^^^^ a)-3a,0. 

On voit qu'on passe bien aisement du developpement de -7=^- a ceux de B,, 

y I — e^ 
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£>2t • • • » ^|0» ^^ 

dant de J, etch 

Hansen dit q 
facile, parce q 
II prefere arriv 
insiste suria n 
series, comme 
de m. 

147. Dispoj 
Reprenons Tex 



ou bien, mettai 



^=7 



On doit y rei 



(53 { IJ 



Q designant cc 
(54) 

Pour obtenii 
compose de dei 

-j7 comprendra 
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336 CHAPITRE XVII. 

et T^*^ les deux portions de T qui repondent a O^*^ et Sl^^K On aura 

TO)— f<')- G<*)- U(^)- 2(«)4- G(*)(i - v) 4- ^U<*)(i 4- v)«-f- 2^»>(i -h v)«, 
T(«) z^ T^«) ~ G(2) - U(*' - 2<*) -h Gf«H' -+- v)* H- ^ U<*Hi H- v)» 4- !(«> (i 4- v)» 

ou, plus simplement, 

IT(i) = Tf*)-hG^»^V 4-U(i)[^(,4-v)«-il 4-I^*>(2V4-V«), 

T(«) =: IW 4- G(«)(2V 4- v«) 4- U^») r~ (l H- v)»— ll 4- 2<«>(3v 4- 3v«4-V»). 

Les quantit6s Q^*^ et 12^'^ dependent de J, nz, P, Q et K. 

On pent operer de meme pour les fonctions B et C. En se reportant aux for- 
mules (52), on posera 

B — ; I COS* - -TTT- 4- 7 P -rw— 1 > 

C ~ ( cos' - —^ 7 Q -TIT- I J 

et, si Ton divise B et C en deux parties qui correspondent a ii^*> et il^^\ on trou- 
vera 

iBf»J:r=B<»)4-B(*)r(l4-v)«A -I I, 
B(«) = Bf*> 4- B<«) [(i 4-v)» A _ ,1, 

et des formules analogues pour C^*^ et 0^\ 

On voit qu'on a prepare les formules de fa^on a pouvoir tenir compte des 
leurs troublee 
Hansen pose 



valours troublees de v et t- — i . 

ho 



n n 

et il introduit partout (*' et S ^ au lieu de v et de —• On a d'abord 

f = «'4--MP'*4-^iv'4-..., 
2 6 



'l^=-4--<4)'-<'t^ 
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d(] 



d'l 

(5: 



so 



(5 



su 
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338 CHAPITRE XVII. 

T; . . . , developpees suivant les puissances de 85, SP, 8Q et SK. On fait 

nzz^ g -{- ndzy 

oil g est Tanomalie elliptique moyenne de la Lune. On aura 

2 (?Q* 2 OK^ dgdP dgoQ ogoK 

'^"^^ aP 3Q + :S oP 3K + :Sr 5Q 5K -. ^ S (" 5--)' 



O 



2 (^^* (?P ^ "^ 2 {^^'* (^Q ^ '' 2 dg^ dK 

2 {^^(?P* 2 dgdQ^ 2 (?^'(^k* 

^»T /^'T ^^'T 

- A iU^A '^ ^- ^'P ^Q -t- . Ao\u " ^- ^P ^'"^ ■»- ) )//) 17 '^ 5- OQ ^'K^ 

(^^ c^P (^Q ^ dg dP OK dg dQ OK 



On va simplifier un peu cette formule en y supposant, coiiime on I'a fait a la 
page 332, 

oil 



oK^ 


- F3P, 


F=^ 


. J 

sin - 
a 


a cos* - 

a 



On trouve que Ton peut ecrire 

f =T,+ ^^'/ids+RaP + YaQH- - ^(«d5)»H-'^«3s5P+ i-ndz$Q 
dg ^ 2 dg* ^ ' dg dg ^ 

4-iSdP«+V3PdQ-f lz3Q»+i^(«ds)»+ -?^(«o;)«3P 
a a 6 dg^ a dg* 

-*--^(«^«)'5Q+-^«3i!3P'H-^«33 3Pdg-f - $^«3adQ», 
a d^' ^ ' ^ a (^jg' dg ^ ■* dg ^ 



'o 



oil Ton a fait 



,,_ c^T, dTT, dlo 



S = ^i-^" - aF " '" + F»— -% 



d'T, „„ d'T„ , „,d'To 

r' 

V- JlIfL-F-^o 7 -^« 

dPdQ dQdK' ^- dQ*' 
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I 
prei 



On 



On 



et, i 
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34o CHAPITRE XVII. 

II en resulte 




■^ "iPs^ 0"*"*''^^'^ COS(l-y 4- /^-f- i"V'-^- 2&> — 20)') \ \ cos*- 



. J 

d^, dJ 3 . J ,J ""^'"2^ 
~ -TTx — sin - cos* - — r- p,. 

^J dO '2 2 2 .J 

COS* - 
2 

Done, pour avoir le developpement de Y2, il suffira de multiplier celui de T2 par 



or 



. J 

2 sin - 
2 



-j— ; pour oblenir le developpement de R^, il faudra employer le meme 



cos* 
2 

. J 

— 2 sin - 

2 



multiplicateur p- et changer en outre les sinus en cosinus. On verra tout 



cos 



2 



aussi facilement ce qu'il y a a faire pour trouver le developpement de 

Ri, R3, ..., Rio; Yj, Y3, ..., Yio; 
Sj, ..., S5; Vj, ..., V5; Zj, ..., A5. 

Les developpements de S,, V, etZ,, pour « = 6, . . . , 10, ne contiennent rien 
de sensible. 

On pent maintenant faire pour B et C ce que Ton a fait pour T; c'est-a-dire, 
trouver les developpements de ces quantites par la serie de Taylor, quand on y 
augmente z, P, Q et K de 8z, SP, SQ et SK. On aura, comme a la page 338, 

B=:=Bo^'?^/i55 -RdP-HYdQ^..., 

Comme les expressions de nB^ et nCo ont ete donnees de fa(jon qu'on puisse 
lire immediatement leurs developpements sur celui de --^^rrr, on fera de meme 
pour les developpements des fonctions R, Y, S, V et Z, qui correspondent a B 
etc. On donnera, pour - i^» • • , -^» les facteurs par lesquels il fautmul- 
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THfeORIE DE LA LUNE DE HANSEN. 34 1 

tiplier chaque terme pour avoir le terme correspondant des R, Y, On dira 

en meme temps s'il faut changer ou non les cosinus en sinus. 

On a dit plus haul que la relation SK = — FSP est rigoureuse seulement 
pour la premiere puissance de la force perturbatrice. On va voir quelle deviation 

I 

equ 



ce ( 
(59; 
Les 

don 
par 



d'oi 



on 
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342 CHAPITRE \M\ 

On a d'ailleurs, par les formules (39), 



d'oii 



— — /loaQ-h/ioB, 
at 



^ I dP / . Jo ^,v^ 



Hq dt 



II en resulte, en portant cette valeur de B dans le second terme de Texpression 

I dK 
de 



n^dt 



I 4- Sin' — 



— -- — Y) — F — --; — a lang* — n oP — I -. 



A cos' — \ 4 <*os* - 

2 \ 2 

sin:^ sin^ 3 + sin«^ 

^ BdP»+ ^ CoTo^Q-sin^ r^BdQS 

8cos*!^ 4cos*^ ^ 8cos«^ 

22 2 



S*![£ 4C0S*^ ^ ftn^cei 

2 2 

oil Ton a pose, comme anterieurement, 



. Jo 

sin — 

• *'o 

2 cos'-— 

2 

Si done on fait 

f5Kr^-F'5PH-'5,K, 
C 



(60) 



4cos'^ 
2 



ap _ r/ L_ H- 2 fA B -J- aPl 50 

LV^^^^T ; J 

sin^^ sin^ 3 + sin»^ 

^ BaP'-+-^ V^^^P^Q-sini? f^BdQS 



on aura 



8 COS*- 4cos*^ ^ 8cos«^ 

22 2 



^^^jK .Jo 



(61) i:il^^Yj_atanp:'^+X. 

//o «^ 2 

Telle est la formule qui permettra de calculer S^K. Hansen dit que X n'exerce 
guere d'influence que sur les mouvements du perigee et du noeud. Les perturba- 
tions SP, SQ qui dependent de dp\ dq' (p. 3i8), et qui sont ici negligees par 

Hansen, ajouteraienl au second membre de (6i) le terme -h 7Q — -r^ 

149. Substitution des vcJeurs numSriques dans celles des expressions 
pr6c6dentes qui sont enti^rement connues* — Hansen donne les valeurs nu- 
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jmeriques adoptees pour n^, e^, J„, n\ e\ ny\ m, m! . II en conclut les valeurs de 



puis de 



et le 
ou di 
diverj 
correi 
et w', 
ensui 
pour i 
Hai 
meth( 
sives. 
pertu 
les ec 
les in 

On 



On 
differ 

R, Y, 

apprc 

Lei 

pour 

seurs 

perm 

Ha 

Table 

dema 

de ve 

a de ] 

Po 

expre 

longi 



n' a ^ / 1-\- m ~ . i — /;« 



n (V ' V ' -+- ''* I -H ''i 



9. KKi) \m) rti) Uli) Uli) f\U) U Ci') fid') 
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344 CHAPITRE XVII. 

Hansen donne d'abord les developpements numeriques qui lui servent de 
point de depart pournSs, w, P et Q. 11 en conclut ceux de -(n8zy, -(nSz/, 
-^ (n oz)\ iv^, 2iv* et ^w*. 

11 aurait pu se borner au terme en (nSs)*; s'il introduit (n 8z)\ c'est plutot 
pour montrerque ce terme pent etre neglige. Les plus grands termesde -j^nBz^ 
- -^(n^zy, g -^(f^ ^^y ont respectivement pour valeurs 226", 3" et o"",!©. 
Puis viennent les developpements des quantites 

qui se deduisentdes precedents. 

On calcule les divers termes de S^ par la formule (57), et la constante d'in- 
tegration par la formule (5^). On en conclut les developpements de (S^) > 

On peut, apres tons ces preliminaires, proceder au developpement de T. On 
le fait par la formule (58), apres avoir calcule les developpements auxiliaires de 

S, V, Z, ^/i§5 = S,, ^n8z=\,, ~n^z = l,, S-^S, = L, V -4- V, = M, 

Og uz Og 

^'^-^s=^.^-r^'^nlz=Y..^J^^^ 

JlSP,MSQ, H, i0SQ,N. 

Hansen ne s'occupe, dans le Tome I, que de celles des perturbations qui con- 
tiennent w et w' de la faQon suivante : 

ow-l-oa)', 2(0 — 2Ci)', 4w — 4w', 6ot) — 6ci)'. 

Pour les autres termes, qui sont moins importants, on les trouve dans le 
Tome n, et Hansen a simplifie leur calcul a Taide d'un principe particulier. 
Un meme Tableau reunit les developpements de 

dont la somme donne T. 
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La meme chose est faite ensuite. pour G et S; puis on calcule U par la for- 
mule (54) 

Pour avoir maintenant T, 11 faut, d'apres la premiere formule (55), calculer 
les produils 



On 
Hai 

deX; 

appre 

Api 
coeffi( 
Tequs 

(62) 

Cor 

secon 

precei 

prouv 

On 

(63) 

ou bi 

(64) 

oil i'o 



(65) 
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Faisons encore 



Pi 



1 ^-^ 
Alors la formule (62) donnera 

On tire d'ailieurs de (G3) 



^VVo._ 2/i 



<^7 Kci^{\ — el) 



• / , N <^PoSin9o I 



~ a^ dy Oo dy 

_ y sinop ^ ^j^ cos9o+go 

On a d'ailleurs 



V^i-eJ v^i-t-; 



I ^pj _ pogpSinc 



2«J ^7 ' ^oV^i-gJ 
II en resulte 

3 "^' " -^^ ^^^ 7^ ^ l^-^ a ^« V ^"^ ^ ""'" ^: v/i-e5(^cos9p-> sincpo). 

L'expression ci-dessus de -^—.j deviendra done simplenient 

(67) ^»^v-vr£.;sin,.+,aF£.;coscpo. 

La fonction V qui est liee a T par I'equation (66) a evidemment la meme 
forme; ellc se compose d'un ensemble de termes tels que 

(68) V~ ApSin (/ipp/ -+■ 0) -h A_, sin (— y 4- /ip{3/ -h 0) -h Aisin (y 4- n^^t + 9), 

oil Ao, Ai et A>, sont des coefficients numeriques, [3 et G des constantes. Nous 
poserons 

(69) Wp— Hpcos (/ipP/ -he)-\~ n_, cos( — y 4- /2pj3^ 4- 0) 4- fl, cos (y 4- /ip(3/ -f- ^), 

etil faudra determiner les coefficients IIo, II^ et n«^. Nous avons fait anterieure- 
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et(7 



(72) 



on tr 



oiil'c 



En 
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nent (p. Safi) 
70) 


I ^ COS90-+- - e^^^f cosy t- ..., 

) 




[ ^ sin 9o - ~ i" s\i\ y i- .. ., 
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n_,, qui y figurent au premier degre, il vient 



n..^ 



j32_//i^/'ri 



_ rA_.-(r4-;3)A , 
On peut simplifier les formules precedentes : on trouve en effet sans peine 



J^'~' 






32- 



— 7 e* H ;r4z ^* -*" 



9^ 






1 536 

.67 



96 1 536 



On peut prendre sans inconvenient l'=y, car e' est extremement petit. On 
trouve ainsi 

,1 _ A., ^ r 



-n. 



A, I' 



R«_ vi A-i, 



P-j P'-r 



(73) 



_ IT — _» _ - n J- _ n 

— llo — ^ — a "-1 ^^ a ''l' 



/ ^3 i5 , 43 , \ 



L'integralion se trouve effectuee, et ('expression de W^ resuite des for- 
mules (69) et (73). 

Les formules sont en defaut lorsque ^ = o; la forme generale des arguments 
etant ig-h i'g'= (in-h i'n')t -hicQ-h i'c^, on voit que le cas dont ii s'agit 
revient a 



Si les moyens mouvements ne sont pas exactemcnt commensurables, on nc 
peut avoir p = o que si les nombrcs entiers i et t' sont nuls en meme temps; 
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6 = I'coH- i'c\ est nul aussi, de sorte que I'equation (72) se reduit a 
r ^(n_, 4- n,) -h A_, - A,l siny = o. 
On a d'ailleurs, dans le cas actuel. 



La 



les e( 



(74) 

Or 
de 1 1 
et I ( 
sin^ 

Qi 



sil'o 



on vi 
sorte 
dedu 

15 



La f( 

(75) 
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3 JO CIIAPITUE XVII. 

Si done on pose 

It 

oil I'on pent negiiger les inegalites periodiques de r, et 

T=:Msiny-h. . ., 

de sorte que M soil le coefficient de siny dans ie developpement de T, on aura, 
puisque x est le coefficient analogue dans V, 

En portant cette valeur de x dans la formule (74)» et resolvant par rapport 
a J, 11 vient 

(,6) v= (izi£!)J^ . 

c'est par la que Ton determinera y. Pour parler plus exactement, on determi- 
nera c et jpar les equations (Sy') et (76). 

151. Integration relative Jt P et Q. — Reprenons les equations 



iindl 


-«Q+B, 


dQ __ 
n^dt 


«P+C; 



considerons dans B et C les parties qui repondent a un meme argument 

B=ircos(/2o|3^H-9), 



(77) 

' C — A sin(/io(3^-h9), 

qui donneront naissance aux termes 

( P=:.0sin(/ioP^+^), 
(7^) \ 

( Q = Hcos(/io(3/5-+-9). 

En substituant dans les equations diflerentielles ces valeurs de B, C, P et Q, 
et egalant a zero les coefficients de ^'" (^op^ -h G), il vient 

J |30--aHH-r. (;3e-^-aH~^)cos(/^o(3/-h0)=:IO, 

^^^^ / -(3H=rr aO-f-A, ((3H-ha0~A)sin(/io(3/-4-e) = o, 
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(I'oii 

;3^^-aA 



(e = 



L'integration est ainsi effectuee; ies expressions de P et Q resultent des for- 
muies (77), (78) et (80). 

Lorsquc ^ = o, on a aussi G = o, comme on I'a vu precedemment; la seconde 
des equations (79) est verifiee d'elle-meme. II rcste seulement la condition 



Nous poserons done, pour le terme 

B .= To, C ^ 
et nous aurons 

Mais on a d'une maniere generale 

II convient done de poser 

Ho 
ce qui donne 

(81) 

Comme Jo est Tinclinaison moyenn 
devra determiner x, de maniere qu 
la latitude de la Lune ne contienne 

L'equalion (81) determine la qui» 

II resle encore a effectuer Tintegration dont depend la fonction S^K. Si Ton 
fait 

I'equation (61) devient 



iaiitfii.^ 



^^-^(Xo)-f-Y)-atang«'^«-f-2(X)cos(/io(3/ I ^), 
et en posant 
(82) (5,K =2 R %m{n^^t -+- 0) 
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on devra avoir 




(83) 


R- ^, 


(84) 


r,=:«tang'^-(X,) 



Cette derniere equation determinera yj. 
Hansen a trouve 

7 = 1761% 4674, /JoJK = 146707", 20, 

a =z: 834'^, 9471? UqOl^^ 69540^,18, 
Yj — I '',6899, /^o10 ;^ 1 36'', 58. 

Les mouvements sideraux du perigee et du namd sur Tecliptique auront 
pour valeurs 

/io(/-2ti)== 1 46434% o4, 

— Aio(a-+-y))=:- 69676^76. 

Les diviseurs p sont des fonctions iineaires de w= — , de y, y], a et y. 

Hansen donne ie Tableau des valeurs numeriques de ces diviseurs. 11 faut tenir 
compte ensuite des termes en ±i^y =*= Sy, ... a I'aide du theoreme de la 
page 328 ; la premiere chose a faire est de calculer les valeurs numeriques de 
y)f*% ..., T\^^\ G^^^ et G^*^; on aura ensuite, si Ton considere tous les termes de Wo 
qui donneront naissance au meme argument, apres Ie changement de y en ^ : 

Wo = n( o, i, V, i\ i") cos( ig -H i'g'-\- i'\y -H i^t^') 

-hn(— T, f-hi, «', i", i"')cos(— y -h {i'\-i)g-\-i' g'-^ i''w-+- e^w') 

-h[Yi,n(— I, e-+-2, i', ...)-h9,n(i, e-H2, e, ...)]cos[— 274- (^'h- 2)^ + *>'+•••] 

-H[r)3n(-i, e-+-3, /', ...)-h9»n(i, e-4-3, i\ ...)] cos[- 3y 4- (/4-3)^-+- iV"^-! 

-H 

-+-n(i, t — I, i'y i\ i") cos[y -¥- (i — i)g -i- i' g'-h i''w -H i'^oy'] 

-+-[r),n(i, £ — 2, /', ...)H-9jn(— I, f — 2, i\ ...)]cos[2y-+-(£ — 2)^-hiV+---] 
4-[ti3n(i,i^3, i\...) + 03n(-i,/-3, i', ...)]cos[3y-+-(/-3)^ + «V+--.] 
H- 

II faut encore, pour obtenir V, former Ie developpement de 

-^ ho 1 — e^ ' 

dernier terme de Tequation (75). Or on a deja calcule la partie constante 
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de ^y en determinant j; si done St- represente Tensemble des termes perio- 
diques, on aura a former 

On a r 
mules 



Les 

page; 
nouve 

En 

On 

formu 

On 



On a 



On a 
calcu 
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354 CHAPITRE XVII. 

,.1 

On a ensuite pour -f le developpement elliptique connu, dans lequel le coeffi- 
cient de cosS^est tout a fait negligeable. On trouve finalement les developpe- 
ments de -^ et de — ^; Tintegration s'effectue sur-le-champ, en divisant chaque 

coefficient par la valeur correspondante de p, et echangeant les sinus et cosinus 
avec des signes convenables. On a ainsiosetv; on en conclut W.La comparaison 
avec les valeurs qui avaient servi de point de depart est des plus satisfaisantes; 
les difTerences, qui ne sont le plus souvent que de quelques milliemes de seconde, 
atteignent quelques centiemes dansle cas destermes affectes de petits diviseurs. 
11 y a une difference de o",i45 qui est forte; Hansen pense qu'elle resulte 
d'une erreur de calcul, mais il n'a pas pu mettre cette erreur en evidence. 

152. Calcul de la constante de v. — La formule (i3') donne 
On a aussi 

dt ^ ^r^e^.a^-^^Ki-^^J h^ 

il en resulte 

(85, 4=i^-,=w.(^y^^,.....[w*(^)'^]<.....). 

Considerons maintenant Texpression (64) de Wo*, on a ajoute la constante 
6 + ^ cosy. Mais, comme 



^ COS90-+- -^0 = ^cosy -+-..., 



on pent dire que la constante b a ete ajoutee a TelementS, et la constante -I a 
Telement Y. On a d'ailleurs 



d'oii 



a 4- - eo r = 2 f - '4;? - 1 rz. 2 a f - a 4? . 

2 Rq n /Iq n 

Si Ton egale dans les deux membres les parties constantes, il vient 

4-=-3'-;f-3(4-M(4-)' 
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En combinant cette formule avec (85), on trouve que la partie constante de v 
est (lonnee par la formule 



(86) 
On J 

on a 

men 

cede 
forn 

A 

mul 
cont 

U 
tiqu 
Luni 



Li 

tion. 



U 

(87) 
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On prend 

9=— /i(a — Yj)^ — N— K-hTT, 

i|; =— /i(a4-T0)^ — N -hK 4-7:', 
6)== /i(/-ha — r))^-hNo-hKo, 



d'oii' 



f; — 9 = /4.a)H-NH-K — No— Ko=/ -h w 4- 3N -h 3K, 



moyennant quoi les relations (87) deviennent 

( cosB sin{L-i- 0— /? 4-3N — dK) = cosJsin(7-t- w 4-dN -h 3K), 
(88) j cosBcos(L-f-0— />4-«N-3K) = cos(7H-w-^-^N-t-dK), 

\ sinB = sin J sin (/ -t- w -t- dN 4- 3K). 

On pent transformer ces formules. On a vu, en effet(t. I, p. 468-471), que les 
relations 

cosB sin(L — ^) = cos J sin (t^ — a), 

cosBcos(L — ^) = cos((' — 0"), 

sinB = sinJsin(i' — a) 
peuvent s'ecrire 

cosB sin(L — ^0— T) =cosJoSin(^> — ^0) — <s ( tangJo H i")' 

9 
cosBcos(L — ^0 — T) = cos((^ — ^0) -H^ — > 

sinB = sinJoSin(^> — ^0) -t-^> 
oil Ton a fait 

s rusinJsinCt' — a) — sinJoSin(t' — ^o)> 

X rizi -H cos Jo cos J — sin J© sin J cos((T — ^o)> 

$=sinJsin(a — ^o)> 

^ = sinJcos(a — ^0) — sinJo, 

.i«^o. cv ,., _ (cosJo 4- cosJ) sin(g - ^0) 
sin ^3^ — iJo — '^ ) ^^ > 



X 



/Op cv y.., __ (1 4- cos Jo cos J) cos(g — ^o) — Sin Jp sjn J 
COS (^ — ^0 — ^ ) — ~ • 

Pour appliquer cette transformation, on fera 

^ = —9 4-/? — 3N 4- 3K, v — a =/+ w 4- 5N 4- 5K, «; — % =7= "» 
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d'oii 



Nous ferons, en outre, 



et noui 



(89) 



avec le 



(90) 



On pel 
(90 
les deu 



d'oii, € 
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En divisant membre a membre, il vient 



cos* —-+--= sin* 

Q Y 2 yz 



^ cos* — 4- r* sin* — -h A syz \J— i 
En prenant les logarithmes, on trouve 

/ V I oil I'on a pose 

J £ = lang'-, y)= ■ 

f COS* ~ 

On pent tirer de la un developpement tres convergent de L — 11 —/>—/— (o, 
suivant les puissances de sr\\ les coefficients son teux-memesdeveloppessuivant 
les puissances de e. 
Hansen developpe encore d'autres formules : on pent ecrire d'abord 

2V/^=7(L -- n -/> -7- 0)) r:-. log ^I -i- i; j - log (I 4- £/*) 

posons 

1 

(93) lu^ J , , ^ = _il_, w=El*V", 

et Tequation precedente deviendra 

2v/=7(L - n -/? - 7- w) = log (i 4- yA - log(i 4- ej*) 

4- log ^ I — -j^ v/--^ ) — log( 1 4- 'knsuzsj'^i) 
ou bien 

2v/^^(L — n— /?— /— co)z= Iog[i 4-£C0s(2 7-^ 2w) — ey^— I sin(27-^- 2^)] 

4- l0g[l 4- £ cos (2/ 4- 2Co)4- £V^— I Sin(27-H 2 0))] 

4-iog[i — Xy)5 sin(fjL4-«') — Xy)5C0s(fjL 4- «')\/^^] 
— log[i — Xr)5 sin(fjL4-iv) 4- Xy)5C0s(fJL -hw)sj— 1]. 
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Op on a la formule 

IL 

log(a + b\/—i) — \og{a — b)/— i) — ay/— i arctang-> 
grace a laauelle il vient 



(94) 



Xet 



Si 

Bo ei 
deJ; 



on a 



On li 



(95) 
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On remarquera que (x donne la valeur de L — 11 — /? dans le cas ou il n'y a pas 
de perturbations de latitude, et que, par suite, Tinfluence de ces perturbations 
sur la reduction a recliptique est rigoureusement exprimee par Tare tangente 
qui figure dans Texpression (qS) de L. 
On pent encore transformer cette expression : les formules (93) donnent 






cos Bo 

cos Jo 



d'oii 

C0SfJL = C0s(/-hCj) 

sinf. = sin(74-a))^^^- 

On a d*ailleurs, en vertu des formules (91), 

'kncosw = (i'ansJo-\ ^^ ) » 

\ ^ xcosJo/cosB, 



^r I 

In sin tv = =r-> 

X cos Bo 

On peut ainsi transformer Texpression (95) de L; elle devient 

iLrzfJL-hllH-p 
^UangJoH '^Tj s6c'BoCOs(7h- co)-h5— s6c*BoCOsJoSin(7H-oj) 
- arc ^ng -^ 7-^^^^^i\ — ^ "^ — ^ 1 
I — 5 f sin Jo -h - j s6c* Bo sin ( / 4- co) -h 5 - s6c* Bo cos( / -h w ) 

celte formule servira plus loin. 

154. Calcul de s. — On a, par les formules (90), 

(97) s= [sinJcos(dN H-dK) — sinJo] sin(7-t- w) H- sin J sin(dN -h dK)cos(7+ <•>)• 
On va introduire SP, SQ et SK par les formules 

P = 3P =1 2 sin - sin dN, 
2 

Q =z 2 sin — -h iQ = 2 sin - cos dN, 
^ 2 2 

. Jo 

sm — 
8K=z ^5P4-3,K, 

2 cos' — 
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d'oii I'on tire d'abord 



2 2 2 



Sin' - = 4 sin* ^4 sin - 

2 2 2 

puis d'^ ^^ ^" n^crlicrAQnf \a piiKo /1a 1q Tappa npi*f iirKof pipo 

(98) 

II 
dans 



En 



(99) 



On a 
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En rempla^ant cos- par sa valeur (98), et reduisant, on trouve 
(100) sinJsin(aN-haK) = -5»=-^aPH-sinJoa,K- itang^ ^8PdQ. 

cos — COS* — 

2 a 

En vertu des relations (99) et (100), la formule (97) devient 



1 cos — cos ~ 

lOl) j 2 2 

[ -f-Q3P*---aQAsin^'sin(^4-w)--(aPaQ-2a,K)sin^cos(^-4-a>). 



On a neglige les produits de sin^ ~ par SP*, SQ*, SP SQ et S^K, et Ton a rem- 

plac6 dans les termes du second ordre / par g; ces termes donneront toujours 
tres pen de chose, moins de o",!. Occupons-nous de ceux du premier ordre, 
et posons 

-p cos (7 -+-(!)) ^2^A^P^cos(pnz H- 0)), 

. Jo -^" 



COS — 
2 



cosJ( 



COS 
2 



-p sin(/-f- 6)) — 2^A^P^s\i)(pnz -!- &>), 



Oil les coefficients A^''^ s'obtiennent en multipliant par —-^ des fonctions de 



Jo 

cos — 

2 



Texcentricite qui se ramenent immediatement aux fonctions de Bessel. 
Soient, en outre, 

<5Q~ (3 cos(«^H- <'^'-i- Tw f- «'*'&}') 

deux termes correspondants quelconques de 8P et BQ. On trouvera, en portant 
les expressions pr6c6dentes dans la formule (loi), 

sizL V A^/*) (a -I ?)sin[/>n5 4- ig -h i'g' (Tn 1)6) -(- i^w'] 

— m 

-u^A^-z'^Ca ~ P) sii\[pnz - i> -^ Z'^' =- (/'-i)oi 4- /'o/^ 
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d'oii, en remplagant nz par g-{- n^z, 



H 

en c 

li 

Nou 
min 

ilvi 
L- 

E 

ail I 

(102 



s _- So -} S| /i Ow -i — Sj (/i 6j)*h- . . . , 
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d'oij 

n-h 0_- w' — =- (2 sin- sin-(5N -h 2 cos - cos-dk). 

J-+-Jo\ 2 2 2 2/ 



cos- 

2 



En rempla?ant 2sin- SiN par SP, et SK par son expression en fonction de SP 
et de SjK, il vient 

U't-O-i- , — -, tang — ( cos — — cos - | oP -r 2 cos* -" 61 K I > 

J-hJoL^V 2 2/ 2 J 



COS 

2 



ou encore, en vertude la relation (98), 

. -J" 

. 2C0S- — 

II ,,. _ ^ -^ 1 sin« - oVoi} -h ^,- o,K, 

22 COS Jo 

oil le terme en SPSQ est absolument negligeable, a cause du facteur sin^ — • 
On a ensuite, par les formules(95) et (102), 

K — / -h 0) -^- K , 
L ^. /-h CO - 6 4-/> -r U - s — ~~rir +- 7 (^i"- - oQ*) s»"2(^ -h 0)) 

COS IJq i| 

1 2 

oPoQ cos2(^-i- oj) -T ^~ o,K. 

2 ^ "^^ ^ cos Jo 

Si Ton se rappelle les relations 

CO — n (7 -Ha- /) ) ^ h No h Kq , 

on pent ecrire enfin 



I — sin' Jo sin*(/H- co) 



« ''O 

2 cos* — 



-r ^ (aP* -- oX)^) Sin2(^-r CO) - ~ 0P5Q C0S2(^' -^ CO) 4- -^^^d,K, 

tang' — sin2(/-i-&)) 

langR:^- ^- -_ ; 

^ I -r- tang»~cos2(/-h (»)) 

llo est la longitude nioyenne du perigee lunaire, et R la reduction usuelle a 
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Tecliptique. Hansen trouve que I'ensemble des termes en 8P^ 8Q% oPSQ et S^K 
se reduit sensiblement a 

— 0^,40 sinaot) - i%20sin(2/?''-h 20)') — o% 280 sin (2^ -4^' 4-20 --4w')- 

Dans ses Tables, ii a, par inadvertance, employe le coefficient -f-o",335 au 
lieu de — o",285,d'ou resulte une correction de — o", 620. Pour tenircompte des 
termes negliges qui dependent de dp\ dq' (voir p. 342), il faudrait encore, dans 
(io3), ajouter a 5 et a S^K des corrections dont Tensemble donnerait 

f- 2QdP — - o\ 25o cos(9 -f- 173<»). 

Ces corrections sont necessaires pour retrouver le coefficient de cos6 dans 
rinegalite de la longitude qui provient du deplacement de Tecliptique et que 
nous avons determinee plus haut (p. i64)» car Hansen n'a determine que Tine- 
galite correspondante de nSs. 

Dans le reste du Tome I de la Darlegung, Hansen traite : 

Des inegalites occasionnees dans le mouvement de laLune par la figure de la 
Terre, ou par celle meme de la Lune; 

De la tres petite influence de la masse de la Lune sur le mouvement du 
perigee ; 

Et de rinfluence des planetes sur les mouvements du perigee et du na»ud de 
la Lune. 

Nous n'insisterons pas sur ces points secondaires, dont quelques-uns d'ail- 
leurs ont ete examines dans le cours de cet Ouvrage. 

Dans le Tome I! de la Darlegung, Hansen s'occupe des inegalites qu'il n'avait 
pas encore considerees, notamment des inegalites a longue periode et de Tac- 
celeration seculaire. II introduit un nouveau principe relatif a la variation de 
certains elements, dont le developpement nous entrainerait trop loin. Nous 
aimons mieux donner dans le Chapitre suivant une methode claire et complete 
pour determiner les inegalites a longue periode; quant a Tacceleration secu- 
laire, nous avons deja presente son calcul en detail. 

156. Comparaison entre Hansen et Delaunay. — Les Tables de la Lune, 
imprimees en 1857 aux fraisdu Gouvernement britannique, sontfondees sur la 
theorie qui vient d'etre exposee. Mais la forme des perturbations adoptee par 
Hansen rend difficile la comparaison de ses resultats avec ceux des autres 
astronomes, qui ont calcule directement les perturbations de la longitude, de la 
latitude et du rayon vecteur de la Lune. II est vrai que Hansen lui-meme (DarL, 
t. I, p. 439-459) a entrepris de comparer ses perturbations /iSs a celles qui se 
deduisent, par une transformation convenable, des perturbations de la longitude 
vraie, obtenues par Damoiseau et par Plana. Mais cette comparaison n'est pas 
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faite d'une maniere tres rigoureuse; elle a ete reprise, pour les theories de 
Hansen et de Delaunay, par M. Newcomb, en 1868 et, d'une maniere beaucoup 
plus complete, en 1880. Nous avons deja eu I'occasion de menlionner Cp. 112 
et 236) le travail de M. Newcomb, auquel nous avons emprunte quelques resul- 
tats numeriques; il convient d'y revenir maintenant pour expliquer en peu de 
mots la nature de la transformation qu'il a fait subir aux formules de Hansen. 
Ainsi qu'on Ta vu plus haut, Hansen determine la perturbation n o^ qui 
s'ajoute a Tanomalie moyenne g\ I'anomalie troubiee 

nz ^:i: g -\- n QZ 

sert ensuite a calculer I'anomalie vraie/ par Tequation du centre 

f-z nz -h ( 2e— 7 ^'h — ^ ^^ ) sin/i^ 4- . . ., 

en faisantd = 0,0649008, et la longitude vraie Ls'obtient par les formules (io3} 
sous la forme suWante 

oil R est la reduction a Tecliptique 

R~-iang*-5sin2(7f-w) -h 1 tang* ^ sin 4(7 -h w) 

tandis que R' comprend, sous le nom dUnegalites de la reduction a VecUptique^ 
les termes 

R'i= — 5langJoCOs(/+ co) [i 4- sin*Josin*(7-i- co)] 

— o'', 397 sin 2 w — 1', 1 98 sin (2^' -i- 20)') — 0^,285 sin (2^ — 4^'-H 20 — 4w'). 

La latitude se calcule par la formule 

sinB == sin JoSin(7 -H w) t- s, 
enfaisantJo = 5«8'48". 

Les perturbations nZz et 5 sont des fonctions explicites de g, g, a>, co'. Pour 
obtenir sous la meme forme I'expression de L, il faut mettre ^-f- /i Sz a la place 
de nz et developper d'abord les sinus des multiples de /is, puis les sinus et 
cosinus des multiples de/ + (o, suivant les puissances de n^z. Apres avoir 
substitue pour e et J© leurs valeurs numeriques, on trouve 

L = Lo -h L, . /1 85 -h L,(/i 55)« 4- . . . , 
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oil 

Lo — g -H Ilo-h a2639%676 sin.^' + 776% 269 sin 2^ h- ... -h sSo, 

Lit=l + 0,109760008^ 4- 0,007627 C0S2^-f-. . .H-^S,, 

L,=r— o, 05488 sin^ — 0,00753 sin2^ — . . .4-5S,, 
Lj — — OjOiSScos^ — o,oo5ocos2^ — . . ., 

en designant par S©, S,, S, les coefficients de developpement du premier terme 
de R', qui sont des fonctions de g, a>, et qui seront multiplies par $. 

Apres avoir reuni, dans un premier Tableau, les valeurs de nBz, (n8zy, 
(/iSs)*, ...» M. Newcomb donne (Table II), le resultat des multiplications et 
des additions par lesquelless'obtiennent les coefficients des sinus dans Texpres- 
sion finale de L. On trouve 

L = ^ -H Do H- 22637', i5o sin^ 4- 768", 858 sin2^ -h . . . . 

Mais il reste a reduire les deux theories en question a un systeme uniforme 
d'elements. Les valeurs de Texcentricite e et de rinclinaison J©, employees par 
Hansen dans le calcul de ses perturbations, different un pen de celles qu'il 
adopte dans les Tables, k savoir 

e =: 0,054908 1 , Jo r= 5*»8'4o'', o. 

Le coefficient de sin^devient dfes lors, pour les Tables, h- 22 64o",i5, tandis 
que Delaunay adopte le nombre trouve par M. Airy (22 639", 06). M. Newcomb 
a pense que le plus simple etait de s*en tenir h I'excentricite des Tables et au 
coefficient de 22 64o",i5 qui en resulte; on a done multiplie par le facteur 
i,oooi33 les coefficients theoriquesde Hansen qui dependent de^, par i, 000265 
ceux qui dependent de e', et ainsi de suite. Pour la th^orie de Delaunay, le fac- 
teur de reduction de Texcentricite e devient 1,000048. 

Pour Texcentricile c' de Torbite de la Lune, Hansen et Delaunay ont adopte 
le meme nombre, si Ton tient compte de la difference des epoques (Hansen, 
0,0167923 pour 1800; Delaunay, 0,0167711 pour i85o); il faut seulement 
appliquerla petite correction necessaire pour reduire les coefficients a la meme 
epoque. 

II y a enfin toute une classe de termes, les termes parallactiques, dont les 
coefficients dependent de la valeur adoptee pour la parallaxe du Soleil. Or, 
Hansen trouve (Darleg., t. II, p. 269) que ses coefficients theoriques doivent 
etre multiplies par i,o3573 pour satisfaire aux observations et qu*ainsi corriges 
ils correspondent a une parallaxe de 8", 9159. II s'ensuit qu'ils reposent primiti- 
vement sur une parallaxe de 8",6o85. La valeur adoptee par Delaunay est de 
8'',75. Pour reduire les deux theories a la parallaxe de 8^,848, il faut multiplier 
les coefficients parallactiques de Hansen par le facteur 1,02785, et ceux de 
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Delaunay par 1,01120. Ces derniers doivent, en outre, Atre multiplies par le 

facteur ^-^ == P* en faisant, avec Hansen, la masse de la Lune ecale a q- - 

I -hO" 81 ^00 

Les coefficients numeriques ainsi obtenus, et reduits a un systeme d'elements 
bien defini, forment la Table III de M. Newcomb; nous les avons reproduits en 
partie (p. 112-1 15). M. Newcomb ajoute, dans une derniere colonne, les coeffi- 
cients de Delaunay, modifies par leurs complements probables, dont il a ete deja 
question plus haut (p. 236). On a vu que les ecarts entre les deux theories sont, 
en somme, peu sensibles. 

Le coefficient de Tequation parallactique devient, chez Hansen, — 1 25^,43- 
Le resultat de Delaunay, corrige de deux manieres differentes par des comple- 
ments probables, serait —127", 24 ou --i27"o8; en le multipliant par|^ ®^ 

1,01120, on aurait — i25",49 ^^ ~" ^25",33. De son cote, Pontecoulant trouve 
122", 38, avec une parallaxe de 8", 6322; son coefficient, etant reduit a la paral- 
laxe de 8", 848 par le facteur i,o25o, devient i25",44- L'accord est done ici tres 
satisfaisant. 

Pour la latitude B, M. Newcomb forme, d'une maniere analogue, d'abord 
Texpression de sinB, puis celle deB. La comparaison des coefficients de Hansen 
avec ceux de Delaunay est donnee dans la Table IV. On s'est dispense d'appli- 
quer ici les petites corrections qui resultent de la difference des valeurs de Jo» 
impliquees dans les deux theories. 

D'apres Delaunay, le coefficient de sin(^-i-a>), dans Texpression de la lati- 
tude, est -h 18 461", 26. Les formules de Hansen, transformees par M. Newcomb, 
donnent h-i8463''248. Quant aux Tables, la valeur adoptee pour 10(5*^8' 40') 
etant de 8",o plus faible que celle qui entre dans les expressions theoriques, 
elles donneraient aussi un coefficient plus faible de 8", si I'expression de s ne 
renfermait aucun terme en g-h (o. Mais cette condition n'est pas remplie, car 
Hansen a laisse subsister dans s le terme 

-+-2'',7o5sin(/ i- co) ~^2'%yoos\n{ff -h co) - 0^,149 sin w -+- o'',i49sin(2^ 4- w), 

qu'il a fait disparaitre plus tard (Darleg., t. I, p. 438), et il ajoute encore le 

terme 

-+- 3'',7osin(^ -Hw), 

qui parait provenir de la correction empirique, fondee sur Tecart suppose entre 
le centre de gravite et le centre de figure de la Lune. La diff*erence entre le coef- 
ficient theorique et celui des Tables se trouve ainsi reduite a 8", 10 — 6", 4 = i"»6, 
et Ton pent admettre que le coefficient definitif de sin(g^-f-a>) est h- 18461", 63 
pour les Tables de Hansen. Pour y ramener les deux theories, il suffirait de 
multiplier les coefficients de Delaunay par 1,00002, et de diviser par 1,00009 
ceux de Hansen. 
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CHAPITRE XVIII. 

CALCUL DES INEGALITES PLANtTAIRES DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 



157. Dans ie calcul de ces inegaiites, on est conduit a considerer quatre 
corps, la Lune L, la Terre T, le Soleil S, et une planete P. Soient 



x, J, 5, r z:^^ sjx^ -f- y*'* 4- z'^ les coordonnees geocentriques de L, 
x\ , y\ , z\ , r\ — \jxf -h y"^ + z"^ les coordonnees geocentriques de S, 
^,, yji, J^i, D, — ^^\ 4- r\\ -{-X,\ les coordonnees geocentriques de P, 
x\y\ z\ /' ~ \x"'^ H- y"'* -f- z'^ les coordonnees heliocentriques de P. 

L'une des equations diirerentielles du mouvement est 

^ -+- TT -- "'' ' i - ^'' -/i 

^ „," iiizir ^ _- m^ ii ^ , 

oil (X, /n' et m!' designent respectivement la somme des masses de la Terre et de 
la Lune, la masse du Soleil et celle de la planete, en y comprenant le facteur f. 

II convient d'introduire le point G, centre de gravite de T et de L, et les 
coordonnees x\y\ z\ r^ = \jx'^ -^y''^ -+- ^''^ du Soleil, rapportees a I'origine G. 
On trouve immediatement 

en designant par a le rapport de la masse de la Lune a la somme des masses de 
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la Terre et de la Lune. On a ensuite 

£, z=a:\ -h x" z= or' -h a^'^ -h (r:t. 

Si done on pose 

^^:r'-^-T\ -h^y^f, K^z'-^z\ 



(3) 

on en conclura 

(4) ?, =;4-<T^, y), = T, -f-<Ty, Kx^^-^'Jz; 

^, Y) et J^ seront les coordonnees de P, rapportees a Torigine G. 

Si Ton a 6gard aux relations (2) et (4)» et si Ton remarque que $, y) et J[ sont 
independants de a?, y et z, on trouvera, en partant de (i), que les equations 
differentielles du mouvement peuvent s'ecrire 

d^x iiT d\V dW 

. ^ -^ -4.- ' --- - ^U — , 

dr- r^ dy dy 



d'z ixz ^R' dYK" 
dn ^^ > " dz' ' ()z' 



en faisant 



j_ l^/__ __ _^_ ' 



r\J{x' i- (jxy ^- {y' -t- aj)» 4- (-3' -I- (Jz'Y 



m' (< - cr) slii ~ (1 - a)i]»%-' [Yi - (i"- <T)7]* K [> - (i - cr) 'c^^ 



R' est la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune, qui repond a Tac- 
tion du Soleil, tandis que R" correspond k Taction de la planete. 



Si Ton pose 

(5 



xx' 'T- yy' ' zz^ r~ rr's', 
I xi^ 'hyn -1-5? " r\)s'\ 
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les expressions precedentes de R' et R" deviendront 



Ar'= _.__•_____.. ' 

m I I- /•« / r r* 

(i-«7)/-'l/i-2«'(i-(T) -4-(t- a)'p-. ffr'y/ i-(-2i'crpH-a' -p^ 

in 



(1 _. cr)D y^ - is' {I- a) 1 -+- (, _ <r)« il, aD y/. 4- a.^ff 5 ■+- <^' O^ 

• . . / r I> 

D'oii, en developpant suivant les puissances des petites quantites ^7 et —,y 

et omettant les termes en ^ et ^» parce quMls ne dependent pas de cc,y, s, 

m' \2 2/ /•'' \2 2 / /'^ 

m" \2 2/ I)-* ' \2 2 / D* 

Ren^pla^ons enfin s et 5" par les deux valeurs (5), el nous trouverons 

I m' 2 r^ 2 r'^ 

(6) \ ^^ _^ r^ {xx'-^yy^zz'Y 3 (^^^-f- .ry-+-a3^)rn 

/•'• 2 /•'* 



-|-(l->2a)[^ 



m' 1 D* 2 J)* 



4- (l — 2(t) 



[■5 {xl-^yn-^zKY _ 3 (^^jpQ^-_sC)r«l 

[2 D' 2D* J 



On remarquera que le calcul precedent, en ce qui concerne R', avait d6ja ete 
fait (p. 184 et i85 de ce Volume). 

158. Les termes de la premiere ligne, de R' ou de R", sont de Tordre de -7^> 

ceux de la seconde ligne de I'ordre de — » — 

M. Hill a indique {American Journal of Mathematics, t. VI) un mode de de- 
composition de la premiere ligne, qui a Tavantage de separer les coordonnees 
de la Lune de celles de Tastre perturbateur, et de faire discerner tout de suite 
les termes utiles pour la recherche d'une inegalite donnee. M. Radau a applique 
le meme principe aux termes de la seconde ligne (Annates de V Observatoire de 
Paris, Memoires, t. XXI). Nous emprunterons la plus grande partie de ce 
Chapitre a I'important Memoire de M. Radau. 

En supprimant les facteurs i — 2(i, . . ., sauf a les retablir quand ce sera ne- 
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cessaire, on tire aisement des forraules(6) et (7) les developperaents suivants : 

+ - (a-.'4-7/)(r'-5-) ^- - -^ j -^ «' ^— {^, - —) 

(8) / \ / '* \ / 

5 (x'— 3.ry*)(^'*- 3ary») + (3y.r« — y')(Sr'a:'* — y>) 
+ - _ ^,- 

1 5 (ar»_y^)(£;«.-y^)«' ^v^yV, 

5 (ar»-3^j«)(g»-3 |n«) + (37.r'-j)^')(3ng' --n') 

■^- 4 — —IT +'^— IF — 

159. Soient maintenant w I'anomalie, v = g + w I'argument de la latitude 
de la Lune, i Tinclinaison, y = sin^t, h la longitude du noeud; nous pouvons 
poser 

-7 — (i — y»)cos(i' -h A) ~\- y*cos(i' — yi), 



(9) 



(10) < ^ =(i — y*)sin(c h /i) — y*sin(r — A), 

- =: 2y v/i — y* sine. 

Nous pourrons le plus souvent faire abstraction du deplacement de I'^clip- 
tique et prendre z' = o- Soient alors V, V les longitudes de la Terre et de la 
planete P dans leurs orbites, et 

V- (;'-+- A', V' = (>'-|-A% 

A'et A" ^tantles longitudes des noeuds; en faisant 7"= sin^t% et se reportant 
aux formules (3), on aura 



(11) 



^'- _ ,.' cosV, y=r - /•' sin V, 
5= - /'cosVi- r" cosV-h 'ly'^^r" sin A" sin i'", 
n-r -/•' sin V +- r" sinV — 2y''*r''cosA*sini'\ 
K—ir''y''\Ji'—y"-s\nv\ 
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ou bien 

(12) I Y)3= — r'siiiV'-+-(i — /«)r''sinV'-f-y''*r''sin(2yi''- V), 

En se reportaut a la signification (3) de D, on trouve 

D*=: r'5-H /-"»- 2rV''(i — y"*) cos(V'- V")— 2r'r''y''*cos( V'-H V— a/j"), 

OU bien 

D«- DJ H ^f^i'r' sin( V- //) sin( V- A''), 

en posant 

(i3) D; = r'« f- /•''»- 2 /•'/•" cos (V'-V). 

On en deduit ce developpement 



2)oy^W-^^siii(V^-A^^)sin(V^^- /r'') 



(i'») 



D'' Df 






-i . . . 



pY'^r'r" 



\K ' nr 



[cos(V'4-V"--2^") -cos(V'- V'')]^^. 



Nous pouvons maintenant nous servir des formules (lo) pour exprimer en 
fonclion de r et i^ les combinaisons des coordonnees x,y^ z qui entrent dans les 
divers termes de R' ou de R''. Nous trouverons pour les termes dc la premiere 
ligne, en negligeant desormais y% 

' ~47^ ''^ 1 -i- - y'(i -- 7') C0S2 r, 

3 ^1 y' 3 3 3 

J — - — r- j(i — . y*)'cos(2(' -4- 2/e) f- -^y^cos(2r — 2 A) H -y'(f — y*) cos 2//, 

J J? V 3 3 > 

(i5) { ■- : :j(i — y*)* sln(2(' -h 2//) - r-y^ sin(2r — 2A)-r- -y'(i — y*) sin2/i, 

3^ n- i-3y(i yM sin(2('-h /i)4- 3y* sin(2(' — /i)~-3y (i yM sin A, 

3~ _- -3y f I y' j cos(2r h Z/)-^ 3y'cos(2('-- /O^ 3y ( i^ y' JcosA. 

Pour les termes de la seconde ligne, je renvoie le iecteur au Memoire de M. Ra- 
dau. 

Ufaut maintenant substituer dans R'' les valeurs elliptiques de r, i^, f,Y = v\ 
f\ y"={/'-^ h"". Cette operation comprendra trois parties que nous allons con- 
siderer successivement. 
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160. Developpement des quantites r^ — 35-, x^ -y^^ xy^xz, yz, qui se rap- 
portent uniquement a la Lunc; nous omettons, pour plus de simplicite, les 
exprer^---- ^■- ^—-- — ^ — * --* *— =* - ' -^- «-~- -^-^^ 

On 
suivai 



(i6) 



a desi 



On 



oil iA 
meme 
ensui 



ou I c 
cosini 

161 

nete] 
On 



?- 
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on obtient 4- 2$yi en changeant les cosinus en sinus 

_^- y'Y, _ ^/^ yr"*[siii(2V" - A")- sinA"] 
+-/»/•"*[ sin A" - sin (3 A"-- 2 V)]; 

on obtient — yj^ en mettant des cosinus au lieu des sinus. 
II convient d'ecrire 

On remplacera ensuite r", V", r' et V — V" par les developpements 

a" 2 2 

V":i^L'^4-2e"sinrH-7e''»sin2r-r . ., 
4 

r' I I 

— , ^ i-f- -e?'*— e'cos/' e'*cos2/'-^. . ., 

a 2 2 

V'-V'^-^L'— L''-i-2e'sin/'- 2<^''sinr ,-~e'*sin2/'- ye"^sin2rH-.... 

4 4 

On en deduit sans peine 

^$==2 ^/*'"* ^''^'c"^'sin[2L"- 2iU i-/(L'- L') h 2iA'>^ h''±k'l''± kW], 

oil idoit recevoir les valeurs 0,1 et 2. 

162. 11 nous reste enfin a developper les quanliles ni> n^» itt' •> ce qui se 
fera au moyen des fbrniules (i3) et (i4)- L^i premiere donne 

' ^ 1 b;,«^ -h b;,»> cos(V' --^ V") 4 b;,*^ cos(2 v- 2V') 4- . . , 
oil les coefficients B^*', B^' , . . . sont des fonctions homogenes de r' et de r^. 
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On en conclut aisement 
et, en sp rfinnrfanf h la formiilp {^lA^. 



On I 
chaq 



avec 

Oi 
dans 
lenir 



Er 

argu 
desq 
remf 
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On trouvera, dans les pages lo, 1 1 et 1 2 da Memoire de M. Radaii,des expres- 
sions analogues pour les huit termes composant les deux premieres lignes de R', 
ct ce Tableau permet de fixer rapidement I'ordre du coefficient d'un argument 
quelconqiie. 

Cherchons, par exemple, le coefficient de rargument 

En faisant abstraction de la diflerence T— /", il se reduit a 

Or, dansnotre Tableau, Targument 2g-\- :th — 2/" ale coefficient^*; en ajou- 
tant 3/", on introduira le facteur e^; mais on peut ecrire 

ar 3r--3(/'- r)r-. 2r^-r~2(/'-r)-:r-^2r-(/-r). 
Done on aura, pour le facteur principal de Pargument propose. 



On aura aussi e^e^'Y^ ^^ e^e'Y^, en combinant avec 3/' ou /' - 2^— (/'-- f) 
Targumcnt parliel 2n/ A"). 

163. II s*agit maintenanl de considerer surtout les arguments dans lesquels 
le coefficient du temps est assez petit, de fa^on a donner des inegalites sen- 
ftibles. M. Radau a donne a ce sujet un Tableau Ires complet (p. 1 3-iG de son 
Memoire), dans lequel il representc par 

M', V, T, M, J, s, r, 

los longitudes moyennes de Mercure, Venus, la Terre, Mars, Jupiter, Salurne et 
Uranus. Voici d'abord les mouvements diurnes de ces longitudes, ainsi que 
celles de /, L, h, g. , . . 






^ T-/. 



Lune. 

. 47033 ,'97 

. 4743^,9" 

• -190,77 

f; -^-591, 69 

TO - g-\ It -+-400,92 

8 — h -i-78i,46 

i?' ' 3// -+- 19,38 



Plan^tes. 

M* i473a,'4'^ 

V 5767,67 

T 3548,19 

M 1886, 52 

J 299, »3 

S 120, 4'> 

U 42,^3 
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J'extrais du Tableau de M. Radau les donnees suivantes : 



^79 



Ordre. Coefficient. 

I 

I 

1 e' 

5 y'**''* 

3 f^c 

2 e» 

5 -, e'3 

€1 

8 -; Y«ee'3 

a * 

6 -lYT^'^ 



Argument. Mouvement diurne. P^riode. 



~ T 4- V 

— 2l .-^V 

— 3T- -iV 

— I3T-T-8V 
-^i6T -iSV 

im — '2 J 

- 5i4T — 2oM 



g—li 



-4-2-2J9,5 

—4439,0 

H- 890.76 

r- 14, 85 

- i3,oi 
-1- 2o3,58 

T- 8,6i 
\~ 19,38 
- 6,57 



I'", 60 

0,80 

4,0 

•239 

2;3 

•7,4 

410 
i83 
540 



(Hansen) 
(Hansen) 

(Hansen-Delauuay ) 
( Hansen-Delaunay ) 
(Neison-Hill) 

(Neison-Gogou) 
( Laplace-Poisson 



M. Radau a compris dans sa liste quelques arguments a periode relativement 
courte, qui ne renferment pas d'elements lunaires, mais seulement les longi- 
tudes L' et U. Leur importance vient surtout de Taction indirecte que les pla- 
netes exercent sur la Lune, par les perturbations du mouvement de la Terre, 
en ajoutant a r' et V, dans R', des inegalites oil figurent les longitudes L", de- 
signees plushaut par les lettres Y, M, J, — 

164, U nous faut dire maintenant comment se calculent les inegalites de la 
longitude de la Lune qui dependent des arguments consideres. 

La substitution des valeurs elliptiques des r', f^\ V et V", dans les diverses 
portions de la fonction perturbatrice est souvent tres laborieuse. On pent la 
deduire directement d'une formule generale donnee par M. Radau. 

Soit propose dedevelopper suivant les cosinus des multiples de L et L'(nous 
mettons pour abreger L et L' au lieu de U et L"), I'expression 

Gcos(A-h/VH-t'V'), 

oil a represente une fonction de ret r', et A une constante. En se bornant aux 
termes du troisieme ordre en e et e\ on doit remplacer r et V par 

r=:a iH — e^ — (^~R^*) ^^^ I— - e^ cos 2 / — ^e^ cos 3 / , 

y ^=^L-\- (ie — -7 e^] sin / -4- 7 e* sin 2 / h e^ sin 3 /, 

\ 4 / 4 12 

r' et V par les memos expressions dans lesquelles on accentuc toutes les lettres. 
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On aura recours a la serie de Taylor qui donne 

^='^-'- » ^ [-;«■-(- s-')'"^' ■■■] 

~r 

cos(A + f'V-f i'\')z^cosS'-s\nsli(2e—%^\sml-i . . . n-t' Tae'- ^e'M sin/'-f- . . . J 

• • - • -9 

oil C designe ce que devienl e quand on remplace r et /-' par a et a\ et 

e — \\ iL i i L'. 
On trouve finalement 

ecos(A4 A'^-^■'V) 

rziHoCOsB-i-H, ecos(e-h /) f-H,e» cos(e-i 2/) -^H,e» cos(e-^-3/) 

-^H;e'cos(e-h/')-; H;ee'cos(eH-/-T /') i-U',e»e'cos(e4-2/-i-/') 
H- 4- U;e'« cos(e 4- 2/') H- H;ee'^cos(e -i- /-+- 2/') 

V -t-H';e'» €05(0 4 3/') 



Nous n'ecrivons pas les termes analogues oil / et /' sont remplaces par — / 
et _ i'^ car les coefficients correspondants se deduisent des precedents en y 
changeant respectivement i en — i, ou t' en — i\ II ne faut pas oublier d'ail- 
leurs que, pour — o, les coefficients qui suivent Ho sont doubles parce que 
cos( — /) coincide avec cos/. 

On verra aussi que Hj, H^, H3, H'3 se deduisent respectivement de H,, H^, H', 
et H3, en permutant a, e, i en a', e et i' . 

Posons 

aa' da'- ' da da' 

mais en designant par j-> ^> • • ce que deviennent-j;? ^,1 pour r = a et 
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r' ^ a'; la distinction est importante si G contient aoua'. Nous trouverons 
H, = t 



h; = . 



U,- i 



h; i 



H, -. i 

H^ = i 

Pou 
eta', i 



que m 
moyen 
et a' c( 



On 
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mais les derivees C,, Cj, . . relatives a a dependent de I'exposant n. On trouve 
aisement 

d'oii 

-C, m/iC-rC, 

_C;=::(/H-l)C'-f-C% 

-c^-^(/^^-2)C'4-c^ 

-f- Cj — /l(AH- I) C -h 2( Al 4- I) C 4- C% 

-+- c; rr (/1 4- i)(/i ^h 2) c -h 2(/i -h 2) c*-+- c^ 

— C, =i/i(«-+-i)(/i4-2)C-h3(/i4-j)(/i-T-2)C'-h3(/i-i-2)CM-C', 

On aura surtout a attribuer a n les valeurs 3 et 4; il est facile de irouver les 
valeurs correspondantes de C,, C^, ... et de les porter dans les expressions ge- 
nerales des H©, . ., H^'. Nous ne reproduirons pas ici le resultat de ce calcul 
tres simple. 

165. Nous avons quelqucs indications a donnersurle calcul des quantites 
iTi' n?' — Nous introduirons les quantites 

D7«^i=(i - 2acos0 +-a')-^i= i h\-^h\ cos04- ^^|cos20-+-. . . , 

en supposant a < i, et ecrivant pour abreger h\ au lieu de 6^'^ M. Radau a in- 
troduit les combinaisons suivantes des 6, 



^'^^ j V6^ :=. b\~-aib^r. 

On sait que le rapport h\ : A^"* tend vers la limite a quand i croit indefini- 
ment, de sorte que les quantites A, A^, ... tendent vers zero. EUes decroissent 
meme, en general, Ires rapidement, quand Tindice augmente, comme le montre 
le Tableau suivant, qui a ete calcule pour Venus et la Terre (a = 0,723 332 2). 
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6^. A. A". A*. A«. 



On J 
vent e 
nissen 
qu'ellc 
de r, 
calcul 
est la 
avec h 
penibli 
tout d( 
surtou 

On 1 
Chap. 
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il en resulte les relations 

Vbi _ ¥(s - 1,5 -+- i, / 4- I, a') 
b'g ~ F (.y, s r- i, i r- 1 , a- ) 

A6j s ~\ F (5, 5 4- f - ~ I , f 4- I , a' ) 

^j ~ ^ 4- 5 — I I' (5, s -f- /, / -H i, a- ; 

A' ^j _ 5-1 5 - Si F(5, 5 H- / — 2, / +- I, a') 

b'^ " i I- 5 - I I r- s — 9. ^F^.v, s -h /, f -T- 1 , a- ) 

et Ton voit que les A successifs decroissent tres vite, lorsque i est un nombre 
un peu eleve. II n'en est pas de meme des V, qui sonl en general du meme 
ordre^que les b. 

166. Nous avons dit que les A se presentaient naturellement dans le deve- 
loppement des termes de R". L'expression (9) de R'' contient en effet les 
expressions 

i)V 1)5' \y ' b' 

Or, en ecrivant, pour simplifier, ret V au lieu de r^' et V", et faisant > — a, 
les formules (12) donnent 

^ it: rcosV — r'cosV - y*rcosV -\- y*rcos(2h — V), 
Y) tt:: r sinV — r' sinV —y* rsinV 4- y^rsin(9Ji — V); 

on a ensuite 

D«-. r« ^ ;■'«— 9.rr'(i - y') cos(V'- V) -- arr'y* cos (V 4- V - 9./i). 

Si Ton fait 

DJr-zi i-a«- 2acos(V — V), 

on trouve 

t '1 ^zTcosV^ acosV— y»cosV-^y'cos(9./« — V)l[i -f- a« — 2acos(V- - V) h 2ay'cos(V — VM 



_». 



— 2ay*cos(V 4- V— 2 A)]"t 
^■[cosV-«cosV'-y'cosV.Hy'cos(aA-V)][^l,-5ay' ^»^(^-^^)-;«^(y ^V'-aA)-|^ 

de sorte que la partie de ^r* qui est independante des inclinaisons est egale k 



cosV — acosV 



DJ 2 



' (cosV — acosV')^^^^ cos(iV - iV). 
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On trouve de meme, pour la partie de ^^— jy^ — r* qui est independante des 
inclinaisons, 

pos o. V — •>. a COS r V -h VM ^ r* rrw« V 



On a: 



d'ou 



On ti 



Si To 



on trou 
inclinai 



3 



a 



On V 

A't's et 
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avantageuse quand on aura a considerer Tun des arguments 

oil /designe un nombre entier positif. 
Dans le cas des planetes inferieures (^ > 0» ^^ aurait, en faisanl a = ^ =-- p > 

-\ ~ a cos V — cos V, 

C ,, aCOsV — COSV ' XT* * » / /w w -xrx 

— » 

-_3_ 1 A6»cosV'- - y A6', cos(V'- tV'-+-/ V) - '- V V6',cos( V -+-*V'~/V), 

2j 2^rf^ 2.^, 

^"7^' /•"-:- y A'6' C0S(2V'-A" r- <V) 

OD 

«e 

' - A'^^?cos2V-t- -V A*6icos(2V'"fV' t /V) 
2 I 2 -^ f 

oe 

-I - y V«6^cos(aV'-i-A''-/V) 

1 

On trouvera dans les pages 28-3i du Memoire de M. Radau les formules qui 
permettentde calculerrapidement, de proche en proche, lesvaleursdesA,A*, ..., 
V, VS — , ainsi que celles de leurs derivees. 

On voit ainsi que Ton pent obtenir, d'une maniere rapide et sure, la valeur 
numerique du coefficient d'un argument quelconque de la fonction perturbatrice 
de la Lune, grace aux simplifications indiquees, a savoir : 

1** La decomposition prealable des termes de R en groupes qui renferment 
certaines combinaisons des elements lunaires; 

2*" L'emploi d'une formule generalededeveloppenientpar rapport aux excen- 
tricites; 

3*^ L'introduction des fonctions A, V des coefficients b'^. 

167. 11 reste a en deduire Tinegalite correspondante de la longitude de la 
Lune. On y parvient aisement en se servant du precede d'integration que M. Hill 
a expose dans son beau Memoire, On certain lunar inequalities due to the action 
0/ Jupiter {Astron. Papers, t. Ill; i885). Ce precede, qui repose sur la methode 
de Delaunay, reduit le travail a quelques substitutions. 

Nous avons vu que, dans cette methode, on considere six variables L, G, H, 
/, g, h. On elimine successivement tons les termes periodiques de la fonction R' 
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qui provient de Taction du Soleil ; apres les avoir epuises, on conserve le terme 

const^nf. nni Ast commf^ le residn des onarations. et dont les derivees. nar ran- 

port 

alors 

gnen 



So 
tions 



(i8) 

Pg 

(19) 



ou n< 
les I 



le m( 



Le 



d'oii 



Or 
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En integrant, il vient 

Les coefficients^, •••, -au^^aV^' "' wR'fl^^ entrent dans ces formulas, 

peuvent d'ailleurs etre calcules une fois pour toutes, k I'aide des series don- 
nees par Delaunay(t. I, p. 834, 867; t. II, p. 237, 799). M. Hill en a determine 
les valeurs numeriques en ajoutant les complements probables, obtenus par 
induction, quand la convergence des series etait insuffisante; nous ne reprodui- 
rons pas ces valeurs numeriques. 

Pour etablir les expressions finales des perturbations cherchees, M. Hill intro- 

duit, a la place de M, le rapport^ = (jl, oil n — /o-f-g^o-^-^o represente le 

moyen mouvement definitif. L'inegalite de la longitude est proportionnelle a (Ji*, 
si la periode de I'argument est tres longue, et, par suite, (x trfes grand. 
On pose 

et si Ton reprend maintenant la lettre L pour designer la longitude moyenne, 
on trouve 

I — — (a,oi35i — 0,0033291'-!- o, 000084 «^)B cos 9, 

i de:~(i9, 207/ — 19,238^-1- o,oo32r)B cosO, 
' dyrrr(o,ooi4«-+-5,5674«'-5,5899r)Bcos^; 

r( - 3 , 0904 / -r- o , o566 1 1 ' — o,oii37r)]ut1 
B sin 9, 
— 2,oiooX ho,3447V-^o,47i9>^'' J 

} ^ [( — 3, ii56i -f- o,o62o8£'— o,o366or)al 
j L- 2,oi34X- 349,84X'- o,o3i3X'' J 

[(— o,o368o£ f- 0,02921 «' — o,oo376«'')a"| 
Bsin(?; 
4- o,oooo8X — 0,05877 X' ^ 124, 54X' J 

on a determine X, V et X" par les formules 

(22) a — ~AA, e — -^A'A, y— — — aA. 

M. Radau a employe avantageusement une modification de ces formules, en 

faisant usage du rapport 

n' 3548%2 



(20) 



P- 



M M 
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qui represente (au signe pres) la periode de Targument 0, et qui est treize fois 
plus petit que [x. II pose en meme temps 



et trouve 



.^ />A 



— -^(0,14901 £ — , 000246 /' — , 000006 r ) P C0S9, 



{20 bis) j 5^^(,^^2,5^_ ,,4238/M-o,ooo24r)Pcos5, 

Sy .— (o,oooio£ -h o,4i2o3«'— o, 41370 i")P cos9; 

[( — 3,o576£ -ho,o56oi£' — 0,01 12^1") pi 
Psin9, 
— o, 14876X 4- o,o255iX'f- 0,03492 X" J 

[(— 3,0826/-!- o,o6i42i:*'— o,o362i i'')p'\ 
"^ Psin5, 
— 0,14901 X — 25,891 V— 0,00232^'' J 

R— o,o364i if 4-0,028901'— 0,00372 /'')yD "I 
dh— \ Psin^. 

L 4-o,ooooo6X — o,oo435>/-i-9,2i69X'' J 

Pour avoir Tinegalite SV de la longitude vraie, il faut substituer les pertur- 
bations des elements dans I'expression de V, et il suffira generalement de se 
borner aux termes principaux, en faisant 

(23) V — L 4- aesin/-ho,4i^sin(2D -- /), D — L— L'; 

par consequent, 

dVr-r3L -h5e[2sin/-ho,4i sin (2D — /)] 4 2ecos/(5/-^o,4i^cos(2D-- /) (20L — 5/). 

Dans les applications courantes de ces formules, le coefficient A contient le fac- 
teur a^ ou a^, de sorte qu'on a X = 2 ou X = 3, en faisant abstraction des modi- 
fications que les perturbations solaires apportentaux elements de la Lune. 

Lorsque A renferme le facteur e ou e^, on a V= i ou X'= 2, a peu pres, et 
comme, dans les formules (21) et (21 bis), S/ contient X' multiplie par un fort 
coefficient numerique, il pent en resulter une perturbation sensible de I'ele- 
ment / et, dans V, une inegalite a courte periode qui accompagne Tinegalite 
cherchee, dont I'argument est 6. 

168. L'action directe des planfetes sur la Lune provient de la partie R" de la 
fonction perturbatrice; elle depend en premiere ligne, d'apres la formuie (9), 

du facteur m" r^- Les formules introduisent le facteur 

m"— ^ — — y /i'*a* (plan^tes inf^rieures), 
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ou bien 

/n" -if^ =r — a' n'^ a* (plan^tes sup^rieures). 

En multipliant ensuite par 206265" pour convertir en secondes d'arc, et desi- 
gnant paraiLlefacteur ^> ou ^a*, on trouve : 

Mercure 31i=o',o389 

V6nu8 o,5i57 

Mars 0,0194 

Jupiter 1 , 3975 

Saturne 0,0679 



On a, d'ailleurs, 



-- r=:0,0744o» ---rTO,Oo5535 — -—— . . 

n /I' 100,0 



Pour tenir compte des perturbations solaires, dans R", le plus simple sera de 
substituer pour r, V leurs valeurs troublees. On prendra done les expressions 

(non transformees) de V et de ^> donnees par Delaunay, et Ton en deduira 

celles de r*, r^ COS2V, r* sin 2V, 

On trouvera, par exemple, avee une approximation suffisante, en faisant 



7W = — > 

n 



«* a* r \ rj 

a* o 04 

/ , i5 , 189 , A -. /45 801 A , , ^ ,, 

— (2m* 4- -^me^-h — m»a« jcosaD -f- ( "jt ''^ -^ ^7— m* j e* cos(2D — 2/) h- .. 



De meme 



ar~cos(2V-2V'4-A)l==~m«^cos(/~A)-(^m4-^m«)ecos(/-+-A) 

-h fm'— ^J^m'eM cos (2D H- A) 



— — jm'e'cos(2D — 2/-h A) -;- 

1 2o 



Ces expressions nous seront utiles dans la suite. 

La partie R' de la fonction perturbatrice est la source de Taction indirecte des 
planetes^ de leur action reflechie par le Soleil, car elle se traduit par des per- 
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turbations des coordonn^es r\ V, U' (rayon vecteur, longitude et latitude du 
Soleil). Nous prendrons ces perturbations dans les Tables de Le Terrier. 

169. Pour evaluer Taction indirecte d'une planete, il faut done introduire 
dans R' les inegalites Sr', SV' etSU', en posant 

dr' d\' dV 

Rappelons, d'ailleurs, que, dans les Tables de Le Verrier, les arguments ren- 
ferment la longitude moyenne de la Terre, qui est designee par t, et qu'il faut 
augmenter de i8o** pour avoir celle du Soleil. 

En faisant abstraction de SU', et considerant la premiere ligne de Texpres- 

sion (8) de R' comme une fonction de V — V qui a en facteur 4j' on peut faire, 

(24) 6W^-3R'^{r--^d\\ 

L'action indirecte est, dans certains cas, beaucoup plus sensible que Taction 

directe. Considerons, par exemple, le premier terme ^-t/j- de la formule (8), on 
aura 

— =o, $W^- -^—j^Sr'-^ - j/i'«a«(i 4- 4^' cos/') -, , 



ou, plus simplement, 



4 a' 



de sorte que les inegalites qui en resultent apparaissent comme des perturba- 
tions du rayon vecteur r . En prenant dans les Tables -y- = A cosO, on trouve 

3R':-:- 7 /i'*a« A COS0; 

4 

par consequent, en vertu des formules (21), dans lesquelles on doit faire 
i — i' == 1" 1:= o et X = 2, 

aL = 3a-r Asinfi*, 

ou bien, par les formules (21 bis), 

3 2 

dL^= - X o,i4^76/?A sin0r= - pAsinO. 

En supposant que la periode est tres longue, et que 8r^ depend principalement 
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de oa', on aura encore, a peu pres, 

en comparant les expressions precedentes de cY et de SL, il vient 
(26) oL-^- ±dY=^-o,i5d\'. 

Quelques mots d'explication son! ici necessaires : on a 

/•': :a'(i — e'cos/'-r...), 
V 1-L' h r/i'^^4-2e'sinr-i-..., 
d'ou 

de' 



o\' ^ dL' -\- fdn' dt-r-'^ $e' - 



Si $e\ . . . n'intervienncnt que tres peu, nous supposons que Ton peut prendre 
On a ensuite 



d'ou 



3 

on' — n'Xco^Of 

2 



I on' ell 1--^ ^7- sill C? ;^ pA sill &, 

J 2 M 2 ' 



d\' — — - pA sill 6', 
2 

ce qui est la formule (25), laquelle serait en defaut si I'inegalite Sr' provenait 
surtout des perturbations de Texcentricile et du perigee du Soleil. 

On pourra done, d'apres la relation plus ou moins empirique (26), se faire 
une idee de rimportance probable du coefficient de Tinegalite de L, en divi- 
sant par 7 celui de Tinegalite analogue de la Terre. 

Pour en montrer Tapplication, cherchons le coefficient de Tinegalite, due a 
Taction indirecte de Venus, qui depend de Targument i3T — 8V. Les Tables 
donnent, pour la Terre, 

aV : h i%92 siii(i3T - 8V -r i32"); 
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on cn conclura 

SL~ -o\29sin(i3T — 8V4- i320). 

Delaunay trouve, pour la partie qui provient de raclion indirecte, 
aL-- -o%27sin(i3T -8V4-i38«); 

Taccord est tres satisfaisant. La partie qui depend dc Taction directe de la 
planete est a peine sensible; le coefficient est inferieur a o", 004. 

170. Poup calculer d'une maniere plus precise Ics inegalites dontl'argument 
ne rcnferme pas /, g, h(i=^ i' — i" ^z o), nous auronsa considerer, pour Taction 
directe, le terme 

41)' ~ "41>? * 

oil 0\i represente le facteur numerique - , ou — 7 a'\ exprime en secondes (voir 
le n^ 168), et D, le radical 

V T-f a- - 2acos(V — V); 

on a remplace par Tunite le facteur -^ ou -:^> parce que, dans la formule gene- 
rale qui sert a developper |^ » les derivees C, , Cj, . . . sont finalenient remplacees 
par les derivees C, C ..., qui ne dependent que de a {voirX^ n^ 164). Dans un 
calcul rigoureux, il faul ajouter a jr, les termcs en y^S les perturbations so- 

laircs, etc. 

Pour Taction indirecte, nous aurons 

^R'^ -^-^i'lL_il.^,.'::_:_^^'ia»(l-H4e'C0Sr) ?V- 

4 /• * 4 V -^ ' d' 

Le facteur r^ — Zz^ a ete simplement remplace par d^\ mais Texpression 
plus complete a^( i — Gy^H- - e^ j nous servira maintenant a determiner les 
coefficients de SL et S/. En y appliquant la formule (22), on a d'abord 

et par suite, dans Texpression (21 bis) de SL, le facteur 

{ I — 6y'-h -e* J (— 0,2975 -ho,o8e- — o,42y') = — 0,2960; 
T. - in. 5o 
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puis, toujours par les formules (21 bis), 

dl 0,2980 4- 77,67 e* — o»o3y' 

6L 0,2975—0,08^*4-0,427' ~" ' 

On aura ensuite, en remplacant /\e' par-^> 

Supposons le coefficient de — t n'^a^ mis sous la forme 

(27) — ^iTj H r ( ' ^~ '—--~ ) — ^^ cosO -^ X' s'mO =z c\d cosO -- cA5>'cos(6-+-9o«); 

on aura, d'apres les formules (21 bis), 

dL = -h J n'^a^x 0,2960! —-^ sin 6 ^^^ cos^), 

(28) dL= -/;(JlDSin6 — .Vcos0). 

Done, ayant obtenu le developpement (27), on en tirera SL en le multipliant 
par-p, etchangeant cosO et sinO en sinO et — cosO. 
On aura encore, a tres peu pres, 

(5/=i,8aL, ed/= -3L, de — o 

et, par suite, 

dV:=5L-+-— (2cos/dL). 

fO ' 

L'inegaliteconcomitante, a courteperiode, qui provientdu produit 2C0s/SL, 
etquia pour argument 0=h/, s'obtient done en divisant par 10 le coefficient 
deSL. 

171. Proposons-nous de calculer I'inegalite de Hansen, qui a pour argument 
/-+- 16T — 18V; elle.provient de Taction directe de Venus, done de R". 
La premiere ligne de R" contient, comme on I'a vu, les parties 

3 3 

r'-~35S -(a?« — 7«), -o-y, 3^75, Zyz. 

D'apres les formules (i5), I'argument /tout seul ne pent se trouverque dans 
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la premiere partie r* — 35^. On a d'ailleurs 

/•*— 35' == /•* — 6y'(i — y*)(i — C0S2i')r', 

done 

r» — 3 s* = . . . — 2 «' n — 6 y- — g e» -t- 6 yM e cos / -H 

11 en resultc 

R^:=^i;n^a'.(i-6y^--ie'-f-6y^)cos/(ji3-^'). 

On a ensuite 

D^= r'^ -{- r"* - 2r' r' {1 — y"^) cos{\' - W) ~ 2r' r'y"^ cos{\' -h \' - 2/1'), 

En posant, eomme plus haul, 

DJ = i-aacos(V' — V'O -t- a% a— ~, 
on trouve 

D» =: r'«|T)f 4- aay''^ cos(V' — V) - 2ay'» cos( V'-H V— 2/*")], 

r'» I ^ cos(V'4-V''-2A')-cos(V'~V'') 

D' D? '^ DJ 

II en resulte, en negligeanty"*, 

R" = - ^ m'' ^3 e ^ - 6y^ - i e« -h 6 y A cos / 

r I , ,, C0S(V'-f-V'-2/i'')-C0S(V-V'') . , ,, cos(2V''-2A'')-n 

Pour avoir les termes de la forme voulue, on pourra se borner a 

,C0S(V'4-V''-2A")-H2aC0S(2V"— 2A'') 
X cos / - jri -■ • 

Nous negligerons e' et e'\ et nous trouverons, en remplagant m'' -7^ et y" par 
ieurs valeurs numeriques, 

R" =1 — 0% 000 247 /i'* a« r I — 6y» — i e- -H 6 yM 2 e cos / 

X [cos(L'-hL''-2A'') -h2acos(2L'— 2^')] 26^'cos(£L— iL') 
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Pour avoir les termes cherches, il faut donner a i les valeurs 16 et i 7 ; il en 
resulte 

R'' — — o^ooo247/l'*a' (i- -6y»— ^ e*-h 6/^ 2e cos/ Z'- Z^]"' 4- a^^J/^ cos(i6L'— i8L'^-i- nh'). 
R" = - o%ooo247/2'»a'e/^i - 6y«- ieM-6y*V^ /;»; \ a^i*") cos(/-f- iGL'- 18L'' -F- 2//'), 

puis, en remplacant b^^ et b[^ par leurs valeurs numeriques. 



R'' -: — o% 00 1 33 /i'» a^ e cos 0, 
-. /-f- i6L'-i8L"4-2/A 

Nons avons omis pour un moment le facteur i — Gy' — u^'-^Gy\ lequel 
differe ires peu de i. Nous aurons done, pour appliquer les forraules (21 bis)^ 

P = — 0^,00 1 33/;e^ 0^,0199, /> — — 273, 
/ — I , i' -: i" 'z o, >. — 2, X' -- [ , y '— o. 

II vient alors 

aL:~--i6",5siu^. 

Les parties qui dependent de e'-, e' e!\ e"'- sont beaucoup moins importantes. 
Delaunay trouve en definitive {Additions a la Connaissance des Temps pour 18G2) : 

3Lr^-i6",668sin(/-hi6/' -iST -f- 144^43',5) 
— i6%668sin(/-hi6L'-i8L"-i-i49"3i\6). 

J'ai montre {Comptes rendusy 6 juillet 1891) que, si Ton tient compte de Y"*t 
on trouve un complement soustractif qui depasse i",6. M. Radau a repris mes 
calculs, et il a vu que, pour tenir compte de y'*, il faut multiplier Tinegalite 
par I — 0,1037; '' f^^^ I'augmenter de 0,0070 pour avoir egard aux termes 
en Y^- ^' s'ensuit que le coefficient de cette inegalite doit etre diminue de 
i",595. II faut aussi tenir compte des termes en Y^e'^ et Y^^"^> qti' donnent 

— o",444» 6t du facteur i — G-y^— -xe^^ omis par Delaunay, qui entraine une 

nouvelle correction de — o", 206. L'ensemble de ces corrections represente 
~2",25.Lecoefficientderinegalitealongueperiodequi depend de/-M6T— 18V 
se reduit ainsi a i4">4; ^^ periode est de 273 ans. 

172. Cherchons en second lieu le coefficient de Tinegalite dont Targument 
est i3L'~- 8I/et qui provient de Taction directe de Venus. Elle a aussi son ori- 
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gine dans le premier terme de R", 



397 



En operant comme precedemment, on tronve 

Nous remplagons m" par M"/i'^a'% r par rz et, en ne conservant que les termes 
utiles, nous trouvons 

W = o ,3Syn''a^y'\^-,j ^y, -^ 

L'inegalite doit etre de Tordre i3 — 8 = 5; comme R" contient deja ie fac- 
teur Y"^ il y aura a considerer les nouveaux facteurs 

Nous n'aurons egard qu'au premier. II faudra considerer le terme general 

^'5Cos(/V'-/V"), 

ce qui introduira les arguments 

qu'on devra combiner avec Targument 3/' qui s'introduit par les formules du 
mouvement elliptique. On voit immediatement que, pour avoir un argument 
final de la forme cherchee, il faut donner a i les valeurs 9 et 10. On aura done a 
considerer le produit 

r^^JcosCgV— gV'O 4- 6J«cos(ioV'— loV^I [acos(V^-f- V'- 2/O 4- 2a2cos(2V'' — A'')] 

que Ton reduira a 

U abl-^r (x} bl^\ cos(ioV'-8V"-2A''). 

II viendra ainsi, en remplagant y"' par sa valeur numerique, 

R" — o%ooo34i/2'*a-/^y( i y.bl-^0L'b\'^\ cos(ioV'- 8V''— 2/1'')- 
On pourra appliquer la formule generale du n^ 164, en y ecrivant 

a\ e\ l\ a\ e\ l\ 
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au lieu de 

ay e, /, a', e\ /', 

et prenant 

e — ,oL'~8L''-2A^ 

On aura a considerer, dans la formule citee, seulement le terme 

H,e'»cos(ioL'-8L'-'*/i'-h3/'), 

avec cette valeur de H,, 

H,_io -^ C c» + -g C- ^Ca, 

o _28i5p 493p 11^ I p 

Les formules du meme numero donnent, pour /i = 3, 

-Ca^GoCH-eoC^-iSC-hC"; 



il en resulte 
On a ensuite 



48 16 16 4^ 



Li := a -7- > L - - a' -,— r > t. — a* -,— r 3 



d'oii, en remplaQant C par sa valeur, 

16 L2 c^a 2 I dec { J 

r ^^.J dbl d^b\' db\' 1 

lO L2 ^a* da doL^ da | J 

30845 799 Y , 29 . t , ' J I 



ou bieii 
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3 

Cette valeur de H3, miiltipliee par le facteur7quc I'on a englobe plus haul 

dans le facteur numerique, donne identiquement le coefficient que Delaunay 
designe par B, (p. 28 des Additions a la Connaissance des Temps pour i863). 
Avec les valeurs numeriques de a, i®, b\^ et de leurs derivees successives, on 

trouve finalement 

R''= 1 1%9 /i'»a*e'»cos(i3L'- SL"- 2/i*- 3cj'). 
On pent appliquer la formule (21 bis), en y prenant 

/?=:— 289 et X 1= 2, 
ce qui donne 

5L=: — 0,296/? X l\"j^e'^Q,OSQy 

5L = -+- 0^,0039 sin ( 1 3L'—8L"-h272«). 

Les termes qui dependent de ^f'^e'^e" et de y''^^' sont, numeriquement, de 
meme ordre que celui-ci; mais les autres, qui dependent de e'S e'^ e\ ... sont 
beaucoup plus petits. En somme, Taction directe de Venus ne produit qu'un 
effet negligeable, car le coefficient definitif ne surpasse pas o",oo4. 

173. Considerons encore une inegalite, signaiee en 1877 par M. Neison, et 
calculee plus tard avec precision par M. Hill, qui depend de 2trr — 2J. Pour ce 
qui concerne Taction directe de Jupiter, cette inegalite provient de la seconde 
partie de R'', 

En se reportant aux formules ( r 5), il vient 

R^'zrz J ^"(1 - 2y«) fr* C0S(2t^ H- ih) ^^~^^^ -^ /•«sin(2i^ + ill) ^1 ; 

d'oii, en ayant recours aux expressions (16) de -5 . {iv 4- 2A), et ne conser- 
vant que les termes en 2 gt = 2g^ -+- 2 A, 

W^ g- m''(i — 2y») -^ [(?* — m') C0S2GT -^-ilri sin2cj]. 
Si Ton neglige provisoirement y"^ dans les expressions de \ et y), il vient 

R''=^m''(i-2y«)^[r'»cos(2y'-2cj)-2r'r''cos(V'H-V''-2cj)4-r''>cos(2V^--2cj)]. 
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r' 

On a, pour Jupiter, d% = r',3975, et, en posant— = a, on trouve 
W=\\Z\o\{i-iy^)n'^a^e^ -pj - - — ^^ S 

d*ou, en faisant -, = i, et remplagant y.% P^^ son developperaent, 

R''-i%3ioi(i~2y')/i''a»e»y A'^^cos(2V"-iV'' f-/V'- 2GT). 

Si Ton ne retient que les termes qui repondent a / = o, 1 = di i , il vient 

R"~i%3ioi(i 2y*)/i'^a»e»rA*^^Jcos(2V"- 2gt) -h A* !^J cos(V"h- V- 2in) 

-hV2^Jcos(3V'' V -2^]. 

M. Radau developpe cette expression par sa formule generale; il introduit 
alors les arguments 

2L"— 2GT== 2J — 2CT, dont le coefficient est fini, 

U -L'— 2Cy-h r— /'- : 2 J — ITS \- TJS' -~ XS\ 



qui conliennent e' et e" 
3L"- h' - 2W - I" -\- L' -'ii -~ 'Xt;5 Ts' m\ \ 

Rempla^ant finalement cj' ttf" par sa valeur numerique, il trouve 

R^'^i: n'* a}e^{i — 2y*)[2", 7326cos(2to - 2 J) - o", 0026 sin (2 in — 2 J)]. 

II tient compte aiseraent de y" en modifiant legerement le coefficient de 
cos(2GT — 2J), et le remplaQantpar 2", 7317. 

11 reste a determiner TefTet des perturbations solaires. Jusqu'ici, en effet, on 

a considere les elements de la Lunc comme elliptiques, tandis que, avant de les 

substituer dans R", on devrait tenir compte des modifications qu'ils eprouvent 

par le fait de R'. Celles qui proviennent des facleurs x^—y^ ei xy outpour 

origine le developpement de r^ cos 2V, dont nous n'avons d'abord retenu que le 

5 
termc -e^cosatrr. Or les formules du n^ 168, en y faisant A — 2T = 2V', don- 

nent directeraent 



d— rC0S2V : 3^*— -C0S2CJ, 
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de sorte que Von a Bnalement 

-e'cos2CT — — ^ e* — rcosany = - e'cosany ( i — -^ : 

2 128 /i* 2 \ 02U /i^y 

il suffit done de remplacer e^ par 
ou le coefficient 2", 73 17 par 

2'', 782 — 2'',02— 7' 

Considerons enfin le tcrme suivant de R" 

^'-^0!^|cos(2L'-2L'O-o%o>,7,i'*r'cos(2L'-2T/). 

Les formules du n*" 168 donnent encore (puisqiie 2D — 2/= 2cj — 2V) 
et, cette expression etant mise a la place de H, le terme en question devient 

/ n' n'*\ 

-f-(o'',i45 — ho", 647 J 1 /i'*a*e*cos(2CJ— 2J). 

En ajoutant ces perturbations solaires a I'expression primitive de R", on trouve, 
pour Taction indirecte de Jupiter, 

lV~zn'*a^e^ [U\y^2^y,f^6y^-ro\lf^5'^ - i\87 y^'^*) cos(2in - 2J)1 
— 0^,026 sin ( 2 TiT — 2.1). 

II fautcalculer ensuite Taction indirecte de Jupiter, qui donne 
dR'—n'^a^e^ \fo\26']~-o%26y^ - o'>5 ^ j cos(2CJ — 2J) f- o%oo6sin(2GT — 2J). 

On a, Bnalement, en reunissant les deux effets et negligeant le tres petit terme 
en sin(2Gy — 2J), 

R~/i'«a«eM 2'',999 — 5%72y*H-o",i45 i%42— ; j cos(2ny — 2 J). 

T. - III. 5 1 
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II ne reste plus qu'a appliquer la formule (21 bis), en prenant 

R = AcosQ— A cos (2 A 4- 2g — 2 J), 
e = o, /'==/"— -2, M— ^2o3\58, /?-: i7«»%429, 
e = 0,0.5^87, yr^ 0,0450. 

et les formulcs donnont 

oe - — o", 4 ^4^7 cos ( ticy — 7. J ), 
r 0/ ~ - - o", 4 4^^ si n ( 9. CT — •>. J ), 
d]j ~- f-o", ^ofJ-j siii('>.nT-- 7. J), 

d'oii, finalement, pour la perturbation de la longitude vraie de la F.une, 

SV — -f- o", 206 sin (2riT —2 J ) — o", 888 sin ( / -1- 2Ct — 2J ) — o", 186 sin ( / — 2T 4- 2 J ). 

II y a done une inegalite de o'\2, dont la periode est de 17^, \3, par conse- 
quent voisine de celle du nneud(i8*,G), et une inegalite concomitante, a courtc 
periode, dont le coefficient alteint o'\c), comme Pa trouve M. Hill. 

M. Neison avail cru que les deux coefficients devaient etre respectivement de 
2", 20 et de i", 16, et il avaitpense que Tinegalite a courte periode pouvait expli- 
quer rinegalite empirique de i'',5, dccouverte par M. Newcomb, en 1876 [voir 
Nevill, The Jovian ejection (^Monthly Notices, mai 1890)]. 

Dans le but d'utiliser les observations (roccultations d'.etoiles par la Lune, 
faites a I'occasion du passage de Venus de rSj^j, M. Newcomb {Investigation of 
Corrections to Hansen's Tables of the Moon, Wasbinglon, 1876) entreprit une com- 
paraison methodique des Tables de Hansen avec les observations de la Lune 
faites a Greenwich et a Washington, de 18G2 a 187^1. En atlribuant une partie 
des erreurs a Tinfluence de corrections variables de Texcentricile et du perigee, 
il a pu determiner treize valours de ces corrections. Leur marche tres nette 
indiquait une periode de quinze a vingtans dans e et cr, ce qui fut confirme 
dans la discussion d'observations anterieures a i8()2. M. Newcomb a trouve 
pour rinegalite correspondante de la longitude 

oV i",r>sin[/ 4- '>,!",()(/ - iSG."),!)]. 

M. Neison eut I'heureuse idee d'attribuer Tinegalite a Taction de Jupiter; mais 
ses calculsetaient inexacts, comme on I'a vu plus haut. 

174. Delaunay, dans ses deux Memoires sur les deux inegalites de Hansen 
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considerees plus haul, a eu egard aux perturbalions solaires des elements de la 
Lune. Si Ton ne considere, dans la forniule (9), que les termes de la premiere 
ligne, on voit qu'il faut obtenir les expressions troublees des quanlites 

/•-— 3o', ^•-"^>S J^Vy Jczy yzy 

ee qui se fera en partant des expressions elliptiques des memes quantites, et y 
introduisant les modifications obtenues par chacune des operations de Delau- 
nay. On n'a, dans chaque cas, a considerer qu'un certain nombre de ces opera- 
tions, et Ton voit facilement celles qu'il faut retenir, afin d'avoir des termes de 
la forme voulue. II en resulte, neanmoins, une augmentation notable dans la 
longueur du calcul. II est vrai qu'on pourrait utiliscr directemcnt les valeurs 

troublees de -. et de V, comme nous I'avons fait plus liaut. Les nouveaux termes 

modifient pen les anciens ; donnons-en une idee : Delaunay a trouve pour Tune 
des parties de Tinegalite en /h- 16/'— 18/" 

K(8,755 -i- Oyooym — 49, 8-24 m'- - 61 ,733m*-r 380, 21 m^) 
X sin(/ -f- 16/'— i8r-t- i6xs'— i8Gy''+ 2/*"), 

ce qui, reduit en nombres, donne pour le coefficient du sinus, 

4-j5%858 4-o\882 — o",5o5 — o%o47 + o",o22. 

On voit toutefois que la convergence de la serie en m parait peu satisfaisante ; 
on est en droit de se demander ce qui arriverait pour les termes en m*, m®, — 

175. II convient de donner quelques details historiques sur le calcul des ine- 
galites a longue periode, dans le mouvement de la Lune. 

Laplace avait remarque (Mecanique celeste, Livre VII) que le moyen mouve- 
ment determine par la comparaison des Tables avec les observations de la Lune 
anterieures a Bradley etait plus grand que celui que Ton obtenait avec les obser- 
vations posterieures a Bradley; le contraire auraitdu avoir lieu si Tacceleration 
seculaire avait ele seule en jeu. Laplace en avait conclu « a Texistence d'unc 
ou de plusieurs inegalites a longues periodes que la tbeorie seule pent faire 
reconnaitre. En Texaminant avec soin, je n'ai remarque, dit-il, aucune inegalite 
sensible dependanle de Taction des planetes. » 

Laplace avait bien trouve des inegalites dependantes de Taction des planetes, 
celles dont les arguments sont V — T, T — M et T — J; mais leurs periodes 
sont courtes. Convaincu que cette action ne pouvait pas donner naissance a des 
inegalites a longue periode, il avait ete amene a faire un nouvel examen des 
inegalites causees par le Soleil. II avait signale celle qui a pour argument 
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GT-h 2A — 3tij', dont la periode est de 184 ans, et il Tavait determinee empiri- 
quement, 

i5'',39sin(cJH- ili — Sgj') t^. j5",39 sin[i73«»26'4- i*»57',4(^ — *8oo)], 

de maniere a representer les valeurs de la longitude aux six epoques 

1691, 1756, 1766, 1779, 1789 el 1801; 

la representation elait tres satisfaisante. 

Nous avons vu (p. 160 de ce Volume) que le coefficient de cette inegalite 
est nul, au moins dans la premiere approximation. Delaunay (Comptes rendiis, 
t. XLVII, p. 8i3; i858) a fait remarquer que, dans la seconde approximation^ 
on pent obtenir Targument xs -r- ih — 3©', en combinant deux a deux les argu- 
ments consideres dans la premiere approximation. II a fait le calcul en tenant 
compte du carre et meme du cube de la force perturbatrice, et, dans sa tres 
courte Note, il dit qu'il a trouve le coefficient de Tinegalite en question infe- 
rieur a o",ooi, par suite absolument insensible. 

Hansen enonce la meme conclusion, mais il n'a pas public ses calculs. 

Quand, en 181 1, Burckbardt construisit ses Tables de la Lune, il reduisit 
Fargument a cr -f- 2A, omettant Sgt' sur Tavis de Laplace, qui avait sans doule 
modifie ses idees et attribuait maintenant I'inegalite a la difference d'aplalisse- 
ment des deux bemispberes terrestres. Burckbardt modifia en outre le coefficient 
et la partie constante de I'argument; il adopta 

i2",5cos[iii°57'-r i^'o^ !\b{t — 1800)]. 

Nous avons vu (p. i58 de ce Volume) que Tinegalite ayant pour argument 
GT -4- 2 A doit etre insensible, en tant qu'elle provient de la figure de la Terre. 

176. A propos de la decouverte, faite par Airy, d'une inegalite a longue 
periode dans les mouvements de Venus et de la Terre, ayant pour argument 
8T — i3V, et pour periode i[\o ans, Poisson remarqua qu'il en devait resuUer 

dans Texcentricite de I'orbite terrestre, et, par suite, dans e / ^ contenant Tin- 

tegrale 1 e'^dn un terme a longue periode qui serait Tinegalite de la longitude; 

mais il trouva que le coefficient de cette inegalite devait etre au-dessous 

de 7-* 
4o 

Peut-etre convient-il de rappeler, au point de vue de Tbistoire de la Science, 

que I'inegalite a longue periode decouverte par Airy dans les longitudes de la 

Terre et de Venus lui avait ete revelee par une longue suite d'observations du 



Digitized by 



Google I 



INEGALITES PLANETAIRES D\j MOUVEMENT DE LA LUNE. 4^5 

Soleil, comparaison faite dans le Memoire On the corrections of the elements of 
Delambre's Solar Tables, public dans les PhVosophical Transactions pour 1828, 
et qui mettait bien en evidence une inegalite de cette nature. Airy avait ete 
ainsi conduit a recbercher par la theorie cette inegalite, qui est du cinquieme 
ordre et assez difficile a calculer. 

C'est une belle decouverte d'Airy qui a mis d'abord I'inegalite en evidence 
par les observations et en a fait connaitre ensuite la cause theorique. 

Un autre Memoire d'Airy a provoque la decouverte d*une inegalite lunaire a 
longue periode, tres importante [Corrections of the Elements of the Moons Orbit, 
deduced from the Lunar observations made at the Royal Observatory of Greenwich, 
from 1750 to i83o (^Memoirs of the Royal astronomical Society, t. XVII)]. Voici 
les corrections trouvees par Airy pour les longitudes de la Lune, obtenues en 
combinant les theories de Damoiseau et de Plana : 



(^) 



De 1750 a 


17% 


... -3,19 


» 1735 » 


•7<>i 


... —1,38 


M 1760 » 


1768 


. .. -o,3i 


w 1765 » 


1773 .... 


... -^.,43 


•> I7G9 » 


1778... . 


... -H3,oi 


.) I77i » 


1782 


... -i,io 


« 1779 » 


1787 


... 3,(>3 


w 1783 » 


»79» 


... ^3,70 



De 1788 a 179G -^4",48 

» \-iyx ») 1801 -•-'J^>76 

» 1797 » i8o5 -+-0,87 

» i8o'2 » 1 8 10 -hi, 1 3 

» i8<)() » i8i5 4-0,93 

M 181 1 » 1819 — 0,61 

» 181G » i8->.4 —1,38 

» i8io » i83o — 0,78 



Ces corrections venaient confirmer la conclusion de Laplace, relativement a 
Texistenced'uneou plusicurs inegalites lunairesa longuesperiodes. Hansen (*), 
auquel Airy les avait communiquees, se mit a etudier de plus pres Taction des 
planeles sur la Lune. II trouva un grand nombre d'arguments qui conduisaient 
a des inegalites a longues periodes, et parmi eux un seul donnant lieu a un 
coefTicient sensible. L'inegalite dont il s'agit, et dont nous avons deja parle, a 
ete trouvee par Hansen egale a 

(a) -m6%oi sin(— /— i6/'-hi8r4-35«2o',27). 

Mais il arriva qu'en appliquant aux longitudes tabulaires les corrections (a), 
on ne faisait pas disparaitre les residus (a) calcules par Airy. Hansen reprit 
ses calculs, il tint compte des quantites du second et du troisieme ordre par 
rapport a la force perturbatrice du Soleil, et il fut conduit ainsi a modifier 
beaucoup le coefficient qu'il avait obtenu dans une premiere approximation. II 
trouva, en effet, 

(«') ' -+-27",4sin(— /-i6/^i-i8r-h35°2o',2), 



(») Fair les Coniptes renUus de I'JcaMnio des Sciences, t. XXIV, 1847, el les Astronomische 
Ncichrlchten, n** 597. 
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II signala en outre I'autre inegalite, que nous avons deja consideree, et qui 
correspondait a I'inegalite d'Airy; la voici, lelle que Hansen Ta donnee dans 
les Comptes rendus de 1847 •' 

(P) 4-23%2sin(8r- i3/'-t-3i5".2o'). 

Hansen appliqua aux longitudes tabulaires les corrections (a') et (^); \\ in- 
troduisit en meme temps deux inconnues, les corrections de la longitude de 
Tepoque et du moyen niouvement, et il trouva que les residus (a) disparais- 
saient presque completement, ou du moins qu'aucun d'eux nc depassait i'',2 
en valeur absolue. 

Les residus donnes par Laplace, pour les epoques 1691, lySG, 1764, i779» 
1789 et 1801, etaient aussi bien diminues; car, a part un seul de 2", 9, les 
cinq autres devenaient inferieurs a i", 8. 

Toutefois, Hansen n'avait rien public de ses calculs; il s'en montrait medio- 
crement satisfait, et se proposait de les reprendre en employant partout deux 
decimales de plus. II revient sur ce sujet, sept ans apres, dans une lettre adres- 
see a Airy (^Monthly Notices of the Royal astronomical Society, t. XV, i854); i' 
dit dans cette lettre : « La determination precise de ces deux inegalites, par la 
theorie, est la chose la plus difficile que Ton rencontre dans la theoriedu mou- 
vement de la Lune. J'ai cherche a deux reprises a determiner leurs valeurs, 
par des methodes differentes, mais j'ai obtenu des resultats essentiellement 
differents Tun de Tautre. Je suis occupe acluellement a leur determination 
theorique par une metliode que j'ai simplifiee, et j'espere arriver bientot a une 
conclusion definitive. » 

Dans ses Tables de la Lune, publiees en 1 857, Hansen adopte 

{a") 4- i5*,34sin(— /— i6/'-hi8r-+-33«36'), 

(P') 4-2i%47sin(8/"--i3r-h4«4.V)- 

Le premier terme semble done avoir etc ramene a sa valeur primitive, obte- 
nue en tenant compte seulement de la premiere puissance de la force perturba- 
trice; quant au coefficient du second terme, il est en tout ou en partie empi- 
rique; il a etereconnu necessaired'alterersa valeur theorique, pour representer 
les observations de la Lune entre 17 >o et i85o. 

La derniere explication de Hansen sur ce point est donnee en 1861, dans une 
lettre adressee Ji I'Astronome royal {Monthly Notices, t. XXXI) : u ... Par ma 
derniere determination theorique, jo n'ai pas trouve du tout insensible le coef- 
ficient du terme en 8/" — i3/', comme Delaunay; sans Tintroduction de ce 
terme, les observations montrent a diverses epoques des deviations notables qui 
disparaissent jusqu'a la derniere trace quand on I'introduil. Je considere done 
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que son introduction est etablie, et je me propose de proceder a une nouvelle 
determination theorique de son coefficient; mais je ne peux pas le faire encore, 
avant d'avoir determine les coefficients restants. » 

Enfin, dans sa Darlegung, publiee en i865-i86G, Hansen ne fait aucune 
allusion aux deux inegalites en question. 

Nous avons vu que Delaunay a retrouve a peu pres la premiere inegalite de 
Hansen, maisqu'il a trouve la scconde egale seulemont a o",27. Cc resultat a 
et6 confirme par les calculs de M. Newcomb et de M. Radau. 
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CHAPITRE XIX. 

SUR L'ETAT ACTLEL DE L\ THfiORIE DE LA LLNE. 



177. La publication des Tables de la Lune de Hansen, en 1857, faite aux frais 
du gouvernement anglais, a ete un grand evenement scientifique; on a cru pos- 
seder enfin la solution definitive d'un probleme si longtemps debattu. Hansen 
annon^ait, en effet, que sa theorie representait presque exactement les obser- 
vations les plus precises, c'est-a-dire les observations meridiennes faites depuis 
Tepoque de Bradley, embrassant un siecle enlier, de 1760 a i85o. 

II ne semble pas que Tauteur des nouvelles Tables ait compare systematique- 
ment a sa theorie toutes les observations faites pendant ces cent annees, ou du 
moins il n'a pas public la comparaison detaillee. II donne (Monthly IVolices, 
t. XV, p. I ; 1 854) le resultat de la comparaison pour les observations faites par 
Bradley en 175 1-52-53, resultat aussi satisfaisant que permettait de Tesperer la 
precision des observations de Bradley; les ecarls sont, en effet, de Tordre des 
erreurs d'observation. Hansen a fait ensuite le menie travail pour les observa- 
tions meridiennes faites dans les annees 182^, i832, i838, i843, 1844 et i85o; 
Terreur moyenne d'une comparaison isolee a etc trouvee de 2",44» depassant a 
peine celle qui correspondrait a Tobservation d'une etoile. Enfin Hansen dit 
(loc. cit.) qu'il a compare aussi a ses Tables une serie d'observations meri- 
diennes faites a Dorpat, que les resultals etaient d'une precision admirable, 
mais qu'il en differe la publication a la demande de \V. Slruve. Cest ainsi que 
s'est accreditee Topinion que les Tables de Hansen representent exactement les 
observations faites de 1750 a i85o; en fait, on pent admettre que, dans cet in- 
tervalle, les erreurs des Tables sont minimes et ne depassent pas i" ou 2" au 
plus. Apartirde i85o, les erreurs des Tables de Hansen out cesse de rester 
aussi petites; de i85oa 18G0, elles demeurent encore comprises entre i^'eta", 
mais elles atteignent 5" en 1870, 10" en i88o, et 18" en 1889. Les Tables ne 
representent done pas, avec Inexactitude voulue, le mouvement de la Lune apres 
i85o; que donnent-elles avant 1750? 
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178. La question etait interessante; elle a ete nettement resolue par 
M. Newcomb, qui a commence par mettre en ordre tons les documents utili- 
sables; voici les principalcs sources auxquelles on pent remonter : 

I. Les recits plus ou moins vagues des anciens historiens conduisent a 
penserque, durant ccrtaines eclipses totales de Soleil, I'ombre de la Lune a 
passe sur certaines regions de la Terre; ces regions ne sont pas toujours net- 
tement indiquees, et la date du phenomene est souvent indecise, quelquefoisde 
5o ans. 

II. S^rie des eclipses de Lune rapportees par Ptoldmee dans son A Images te, el 
employees par lui pour servir de base a sa theorie de la Lune, — Ces eclipses, au 
nombre de 19, ontete observees a Babylone, Rhodes et Alexandrie : elles vont 
de Tannee — 720 a -h i3G, embrassant ainsi un intervalle de plus de 800 ans. 
Chaque phase observee pent etre en erreur de i5™ ou 20'". M. Newcomb a con- 
clu de leur discussion les corrections suivantes des Tables de Hansen : 

C = Obs. - Call*. 
Epo<|m'. I " -^ ■ — 

— G87 11' ==4 

— 381 •i7 r^ 5 

— 189 — 20 :- 3 

— i;h —Id -± \ 

On voit que Ton pent admettre avec assez de vraisemblance que, durant les 
huit siecles qui out precede Tere chretienne, les Tables de Hansen reclament 
une correction d'environ — 18'. 

IIL Eclipses observees paries Arabes. — Ces observations sont contenues dans 
un manuscrit arabe dont quelques extraits seulement avaient ete fails pour les 
Prolegomenes de Tycho Brahe. II appartenait a la bibliotheque de TUniversite de 
Leyde, futprete vers la fin du siecle dernier au gouvernement frangais et tra- 
duit, en 1804, par Caussin, professeur d'arabe au College de France, avec le 
titre suivant : Le Livre de la grande Table Hakemite... ; la plus grande partie des 
eclipses avaient ete publiees un pen auparavant dans les Memoires de r Institute 
t. II, an VII. II s'agit d'eclipses de Soleil et de Lune, au nombre de 28, obser- 
vees a Bagdad et au Caire entre les annees 829 et 1004. Ce qui leur donne une 
importance assez grande, dans le cas des eclipses de Soleil, c'est qu'aux mo- 
ments du premier et du dernier contact, on a determine aussi par Tobservation 
les hauteurs du Soleil, ou celles de belles etoiles, au degre ou au demi-degre 
pres, il est vrai ; on a done, pour la determination de Theure, des donnees beau- 
coup plus precises que dans le cas des eclipses de Ptolemee, et, bien que les 
eclipses des Arabes soient deux fois moins eloignees de nous que celles de 
T. - IIL .>2 
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Ptolemee, elles peuvent tinaiement avoir une precision presque equivalenle. On 
neditpas toujours comment se faisait I'observation; cependant on voit que, 
pour quelques-unes, on regardait le Soleil par reflexion dans Teau. M. New- 
comb a deduit de la discussion des observations les resultats suivants : 

C Nombre 

lipotiue. 1^ — ^ de phases. 

850 - 3,8 : 2,4 5 

^27 -^- 1,6 1,7 7 

980 — 4,5 iL 1,3 20 

IV. Observations faites en Europe want ['invention des lunettes, — II y a un 
premier groupe d'observations faites parRegiomontanus et Walther, un second 
par Tycho Brahe; il s'agit toujours d'eclipses. Le temps est determine encore 
par des hauteurs d'etoiles, avec une precision qui ne surpasse pas beaucoup 
celle des astronomes arabes. L'intervalle qui les separe de nous etant moins 
grand, on ne peut pas en attendre de resultats meilleurs. M. Newcomb les 
laisse de cote; il s'ctonne en passant qu'un observaleur aussi infatigable que 
Tycho Brahe n'ait observe aucune occultation d'une belle etoile, telle qu'Alde- 
baran. 

V. Observations faites avec les lunettes, mais sans chronometre; Bouillaud et 
Gassendi. — L'application des lunettes a Tobservation des eclipses et des occul- 
talions peut etre consideree comme commengant avec ces observateurs; mais 
ils n'avaient pas de montre. Au moment meme de Tobservation, un signal etait 
donne a un aide qui determinait avec un quart de cercle la hauteur d'une belle 
etoile. Les observations utilisables s'etendent de 1621 a i652, et sont au 
nombre de 20 environ. Si chacune donne la longitude de la Lune avec une 
erreur probable de i5", Terreur probable de lamoyenne sera de S'ou 6", et cor- 
respondra a une epoque voisine de 1G40. 

VI. Observations d'Hevelius, - Ces observations vont de iGSg a iG83; avec 
elles commence Temploi de la pendule dans les observations d'eclipses et d'occul- 
tations; on la regie au moyen de hauteurs du Soleil ou d'etoiles. L'erreur pro- 
bable de chaque determination du temps parait etre de 24% et par suite celle de 
la longitude de la Lune 12" environ. Le materiel d'observations equivaut a 
40 occultations environ; on peut done penser que Terreur probable de la 
moyenne sera inferieure a 3"; Tepoque moyenne est iGjS. 

VII. Observations des astronomes de Paris. — La fondation de FObservatoirc de 
Paris avait amene, dans la determination du temps, un progres tres grand, a tel 
point que les occultations observees entre 1680 et 1720 sont souvent compa- 
rables pour Texactitude a celles d'aujourd'hui. L*erreur probable du temps ne 
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depassait pas 2% correspondant a i" d'erreur sur la longitude de la Lune. Cela 
n'excede pas Terreur provenant des irregularites du limbe, laquelle parait etre 
d'environ i'\ On pent done admettre i",4 comme erreur probable d'une longi- 
tude de la Lune. L'erreur provenant de la position de Tetoile occultee est plus 
grande et aussi celle des perturbations tabulaires; ces deux dernieres peuvent 
s'elever a 3". On pent compter que, de 1680 a 1720, on a Tequivalent de 
60 bonnes occultations observees a TObservatoire de Paris : cela donne pour la 
moyenne, vers 1700, la longitude de la Lune a o",6 pres. De 1720 a 1753, on a 
encore les observations de Paris et celle de Delislea Saint-Petersbourg; on pent 
compter sur une bonne occultation chaque annee, a Paris eta Saint-Petersbourg, 
de sorte que la longitude de la Lune est determinee dans cet intervalle a moins 
de 2" pres. La plupart des observations dont on vient de parler ont ete extraites 
des manuscrits de I'Observatoire de Paris, que Delaunay avail mis obligeamment 
a la disposition de M. Newcomb. 

M. Newcomb a done pu, a la suite d'un travail immense et magistral, obtenir 
les corrections c des Tables de Hansen, pour les epoques comprises entre 1620 
et T750. Afin d'attenuer Tinfluence des erreurs, il a pris des moyennes de 25 en 
25 ans, et c'est ainsi qu'il a forme le Tableau suivant : 



1625 -f-")© ±13 1773. 

1650 -+-39 rfc 5 1800. 

1675 -t-32 rh I 1825. 

1700 -+-ai r^ I 1850. 



39 


db 


5 


3i 


rh 


I 


^i 


r^ 


1 


7 


rh 


1 





±1 


f 



O ±1 

o ihi 



1725 -H 7 =h I 1875 —8 r^ i 

1750 

On voit done que les Tables de Hansen ne representent pas bien le mouve- 
ment de la Lune avant 1750; elles ne le representent pas non plus apres i85o. II 
serait interessant d'avoir les comparaisons exactes entre 1750 et i85o, pour les 
observations meridiennes et les occultations. M. Newcomb dit que Terreur des 
Tables pour 1875,0 a ete trouvee de —9", 7 par les observations meridiennes 
de Greenwich et de Washington; les occultations ont donne environ 2" de moins, 
de sorte que Ton a admis — 8". 

179. Pour chercher la cause des erreurs inadmissibles, avant 1750 et apres 1 750, 
il convient d'examiner les trois points suivants : le calcul des perturbations 
solaires; le calcul des inegalites a longues periodes; la determination numerique 
des constantes. 

Les coefficients des inegalites solaires ont ete calcules par Delaunay et Hansen 
par deux methodes entierement differentes, et leurs resultats ont ete compares 
par M. Newcomb (voir le n® 156). Malgre le peu de convergence des series et 
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Tintroduction mediocrement satisfaisante des complements probables de Delau- 
nay, Taccord est grand. Les travaux de MM. Hill et Adams ont remedie en grande 
partie a la lenteur de la convergence des series qui representent les moyens 
mouveraents du perigee et du nneud. Aussi est-on presque en droit de dire que 
le calcul des perturbations solaires de la Lune est pratiquement resolu. 

II convient cependant de mentionner un travail important de M. Andoyer 
(Annafes de la Faculte des Sciences de Toulouse, t. VI), Sur quelques inegalites de 
la longitude de la Lune, dans lequel Tauteur a verifie par deux methodes entie- 
rement differentes quelques-uns des calculs de Delaunay. II leur a apporte de 
legeres corrections; il a trouve, par exemple, que les termes en m* et w*, dans 
le mouvement moyen du perigee, doivent etre remplaces par 

66 70Si 63i '^53 . o,qno.(\HiiHQo.i j^q 

^\3^ ""' ' .".yv ''''• 

On ne doit pas s'attendre neanmoins a voir disparaitre les erreurs des Tables 
en prenant les perturbations solaires de Delaunay a la place de celles de 
Hansen. 

Relativement au second point, nous rappellerons que, des deux inegalites de 

Hansen 

V, .- i5%34sin(-/ - 16/' H i8r-h33«36'), 

V,: r 2i%47sin(8/''- i3/' : V'U')^ 

la premiere a ete confirmee par Delaunay, et la seconde reduite a o",27. On doit 
desormais retrancher V^ des Tables de Hansen, c'est-a-dire ajouter V^ a la cor- 
rection tabulaire 

C 1 - observation - calcul; 

mais alors I'accord cessera d'exister cntre 1730 et i85o. 

Passonsau troisieme point. Hansen a adopte des valours determinees pour les 
constantes elliptiques et pour Tacceleration seculaire; il a pris s = 12", 17. Nous 
avons dit que ce nombre n'a plus de base theorique, Adams et Delaunay ayanl 
trouve par un calcul correct 5 = C, 18. On verra d'ailleurs plus loin que ces 
deux valours de ^permettent de representer presque aussi bien Tune que I'autre, 
grace a Tintroduction d'une inegalite empirique, les observations faites de 
1625 a 1875. 

Quand on ajoute V2 aux erreurs tabulaires c, elles prennent les valeurs c' 
indiquees dans le Tableau suivant : 

V, r. 

um — '7,» -+^33 

l(>50 — 3ti , 1 -^i8 



U 



Digitized by 



Google 



ETAT ACTIIFX 1)E LA TIIEOIUE DE LA LIINE. 4l3 

\\. C. 

1675 -.6',8 - i5' 

i700 5,2 i6 

1725 - 8,6 i6 

1750 |8,9 -+-19 

1775 21, '2 » 21 

1800 14,7 - i5 

1825 - 2,1 ^2 

1850 ~ii,4 -II 

1875 -20,1 —28 

180. La presence du terme V2 a fourni a Hansen une valeur du moyen mou- 
vement seculaire n (pour 1700,0) qui est sensiblement erronee; il y a done lieu 
de faire varier /i de S/i ; il convient aussi d'atlribuer a Tacceleration seculaire s et 
a la longitude moyenne de Tepoque £ les variations 8s et oe. Mais il suffit d'un 
coup d'ceil jete sur le Tableau precedent pour voir qu'il n'existe pas de systeme 
de valeurs de S/z, Bs et 01 susceptible d'annuler pratiquement les quantites c'. 
La conclusion est done que la theorie actuelle est impuissante a representer 
avec precision Tensemble des observations, de 162.5 a 1875. 

Tout ce que Ton peut faire, c'est d'introduire dans la longitude de la Lune 
une inegalite empirique 

et de chercher a determiner les quantites 8n, ^s, St, A, B et a, de maniere a 
annuler les erreurs c'; c'est ce qu'a fait M. Newcomb, et il a donne a a une va- 
leur telle que la periodeT= -^ de R soit egale a 273 ans, la periode meme 
de V,. On aura, pour alteindre ce but, onze equations de la forme 



^c -H - - on ~ OS T A sin a / H cos a t r-i Lq ~ - L,. -- »1"'. 

11 nous sera commode de supposer dans R le temps compte en annees a partir 
de 1750; t devra done recevoir les valeurs 

— 125, —100, ..., O, -1-20, ..., 1-125. 

Nous ferons 

25 a -~ II, 

de sorte que olI prendra les valeurs 

— 5m, - 4"» •••♦ ^> -^ ''» •••> -^ou. 
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Avec la valeur de T adoptee par M. Newcomb, on a 



36o» 



"Q73, 



25a I- 



9000** 
273 



33«. 



J'ai pense qu'il serait interessant de faire quatre calculs paralleles en prenant 
successivement pour w les valeurs 23**, 33°, 43*" et 53**, auxquels correspofident 
ces valeurs de T : 391"', 273*"% 209*'" et 170*"*. On verra mieux ainsi entre 
quelles limites on pent faire varier T sans cesser de bien representer les obser- 
vations. 

J'ai obtenu les quatre systenies suivants, dont le second est celui de M . Xe\^'- 
comb : 









6/1. 


0^. 




A. 


B. 


Poid5 


-33' 


H-8£ 




-0,75 


-^o,56 




-0,906 


—0,423 — 




-18 


-f-5e 




-o,5o 


-t-0,25 




-0,999 


-o,o35 




-i5 


H-Ss 




—0,25 


-+-0,06 




--0,934 


-+-0,358 




— 16 


-U5£ 




0,00 


0,00 




- 0,719 


0,695 




—16 


-f-Se 




-+-o,25 


-^0,06 




-0,391 


0,920 




->9 


-f-SE 




^o,5o 


-0,25 




0,000 


--1,000 




— ai 


-+-$E 




-0,75 


-0,56 




-0,391 


-r 0,920 




— 15 


-T-8s 




-+-1 ,00 


-4-1 ,00 




-0,719 


^0,695 




— a-h$e 




— 1.25 


-1,56 




-0,934 


-ho,358 




-HIl 


-86 




i,5o 


- 2,9.5 




-^0,999 


-o,o35 


8 


--^8 


-f- $e 




1,75 


T 3,06 




0,906 


0,423 


10 




A. 


B. 


A. 


B. 


A. 


B. 




-0 


,•^59 


—0,966 





.571 


-0,819 


0,996 


—0,087 




-0 


,743 


0,669 


- 


i39 


—0,990 


-+ o,53o 


—0,848 




— 


,988 


- o,i56 


-0 


,777 


-0,69.9 


-o,358 


—0,934 




—0 


,9>4 


0,407 


— 


,998 


- 0,070 


-0,961 


-0,276 




—0 


,^i5 


-0,839 


-0 


682 


+-o,73i 


0,799 


-0,602 







,000 


-I ,000 





,000 


-f-i ,000 


0,000 


-1 ,000 




-hO 


,545 


-0,839 


-f-0 


,682 


-0,731 


-0,799 


:-0,602 




-+-0 


,9M 


o,io7 





,99« 


0,070 


0,961 


-0,276 







,988 


-o,i56 


-0 


»777 


—0,629 


^o,358 


-0,934 




1-0 


,743 


-0,669 


^0 


,139 


- 0,990 


-o,53o 


-0,848 




-hO 


,21^9 


-0,966 


- (1 


'^7\ 


-o,8f9 


—0,996 


0,087 



Dans les trois derniers groupes, je n'ai pas reproduit les termes qui sont les 
memes que dans le premier, afin d'abreger Tecriture. 

J'ai applique a ces equations la methode des moindres carres pour determiner 
les inconnues Se, S/i, A et B; j'ai cru toutefois avoir le droit de simplifierles 
calculs en prenant comme multiplicatours, pour chaque inconnue, des nombres 
exacts d'unites ou de dixiemes, depuis i jusqu'a 1 o (voir dans le t. VIII du Bul- 
letin astronomique le travail de M. Radau sur V Interpolation); je pense qu'on 
pent souvent operer ainsi, parce que la determination des poids a attribuer aux 
diverses equations comporto presque toujours un peu d'arbitraire. J'ai obtenu 
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ainsi les valeurs suivantes des inconnues, en regard desquelies je place les resi- 
dus A qui subsistent dans les premiers membres des onze equations de chaque 
groupe : 



^. 



u = 23^ T = Syi ans... 
oe = -T- 28', oo — 0,666 8x. 
o//~ - 44',93— i,i55 8j. 

A — -- 3o',07 '- 0,1288^. 

B - T- i3',42-i- i,o5a8^. 



u = 33% T = 273 ans . . . 
OS r^ - 24', 24 — 0,24084*.. 
8/i — — 26*, 87 — 1 , 1 79 ov. . 
A — T- 1 4', 5o -T- o , 1 36 8a'. . 

B =-:- 9', 19 4- 0,706 OA.. 



u = 43", T = 209 ans . . 
82 = -+- 23", 16 — o ,o4 1 8* , 
on = — 20', 57 — 1 ,266 8t 
A =-+- 1 1*, 22 4-0,1998^ , 
B=-H 7', 81 H- 0,540 85 



: 



— 


4 , 2 -+- , '20 8f 


-i- 


2,0 - - 0,00 


-;- 


0,9 — 0,06 


— 


0,3 — o,o3 


-;- 


1,4^0,02 




0,0 — o,oG 


— 


2,6 --o,o5 


— 


1,0-0,00 


-h 


2,7 -o,o5 


-T- 


1,2 — 0,06 





1,1-0,04 


.._ 


i^3-f-o,i98.f 


-T- 


2,7-0,03 


-+- 


0,2 — o,i3 


— 


1,3 — 0,08 


-r- 


1,3 4" 0,04 


-; 


I,0-:-0,l3 




I , 3 -H , 1 


— 


0,6 - - 0,01 


-T- 


i,3-o,i3 


— 


0,4 -o,i3 


-T- 


0,1 -T- 0,11 


-1- 


'}]y-h i,i4o.v 


-+• 


6,2 0,28 


— 


0, -2 — 0,17 


— 


3,4—0,20 


— 


0,2 — 0,0| 


-h 


1,8 - 0,12 


-4- 


0,2 0, 10 


— 


0,6 — 0,07 


— 


0,6 --0,24 


— 


2,8 —0,20 


4- 


2,4 -^ 0,2J 



A'. 

— 5,"6 

-T- 2,0 

-+- 1,3 

— 0,1 
1,3 
0,4 

— '^,9 
~ 1,0 
-^3,0 

- 1,6 

— 1,3 

-^ 1)9 
-t- 1 ,0 

— 0,8 

-+- 0,2 

— «)9 
-0,5 

-4-2,3 

-+- 0,4 

— 0,6 

— 1,1 

-h 4,3 

-i-0,8 

0,0 

-h 1,1 

"0,4 

— 0,2 
-. 0,8 

— 1,6 
-^ 0,9 



r-i3;8-h 1,81 8v -4- 2;9 

r i5,4 -+- 0,84 -f-io,3 

- 3,2 H- 0,04 -i- 3,0 

u~53°j 1 = 170 ans I — 6,2 — o,34 — 4,2 

8e — -f- 22'',o8 — 0,00985 1 — 4,9 — 0,3 1 — 2,8 

8// ~ — i8',32 — 1 ,35o8f / — 1,5 — 0,17 — 0,5 

A = 4- ir,46-H 0,27285 1 — 0,7 — o,5i 4-2,4 

B=:-h 4*, 62 4- 0,265 8f I — 1,5 — 0,17 — 0,5 

— 3,1 —0,29 — 1,4 

— 4,4— o,i5 — 3,5 
4- 6,2 4-0,39 4 3,9 
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4l6 CHAPITI\E XIX. 

La derniere colonne contient los valeurs a' des residus, quand on fait 
^s — — G",o, ce qui ramene Tacceleration seculaire a sa valeur theorique. 

On voit immediatement que Ic quatrieine systeme (T = 1 70 ans) laisse peser 
SUP les observations recentes des erreurs trop fortes pour qu'on puisse I'ad- 
mettre. 

Nous allons calculer maintenant, d'apres nos trois premiers systemes, la cor- 
rection des Tables de Hansen, en 1889,0; cette correction aura pour expression 

de -h 1,89 o/^ -T 3,07 OS 4- A sin (5,56//) -t- B cos ( 5, 56 w) — V,, 

Vj etant d'ailleurs egal a — 2i",4. On trouve ainsi les corrections C suivantes, 
avec les residus s\. = C-h 17", 4. la correction moyenne observee etant — 17'', 4^ 
d'apres M. Stone. 

T. u. C. C. c-fl. A'. 



391 


23 


— -^o,! -f-o, 17 ov 


— •> 1 , 1 


— >,7^- 0,170.^ 


- 3,7 


273 


33 


— ij,i -ho,38 


— >7,i 


-- 2,3-4-0,38 


0,0 


209 


43 


_ 7,8-+-o,r>9 


-'M) 


-f- 9,6-4-0,69 


-4- 5,5 


170 


53 


-t- 0,4 -4-0,87 


- 4,9 


-4.17,8 -f- 0,87 


-4-12,5 



On voit que, si Ton suppose §5 = 0, pour reproduire la correction observee, 
il faudrait attribucr a u une valeur un peu plus petite que 33°, et par suite a T 
une valeur un peu plus grande que 278 ans. Avec Tacceleration theorique, 
85 = — 6", les residus deviennent — 3', 7, o",o, -i-5'',5 et -+-12', 5; le second 
systeme represcnte done exactement la correction observee en 1889; nous avons 
dit que ce second systeme est a peu pres celui de M. Newcomb. 

Nous allons donner un Tableau d'ensemble pour montrer comment les obser- 
vations sont representees : de 1620 a i8jo, nous empruntons de 10 en 10 ans 
les corrections des Tables de la Lune de Hansen, affectecs du terme empi- 
rique V^, a M. Ncison (Xfemoires de la Societe Royale aslronomique de Londres, 
t. XLVIII, p. 369; 1884), qui les a lui-meme interpolees d'apres les resultats 
de M. Newcomb. Pour les annees i8jo-i888, nous avons tire ces corrections, de 
2 en 2 ans, des donnees publiees chaque annee par M. Stone, en groupant 
chaque correction avec la precedente et la suivante pour attenuer les erreurs. 
Les nombres C et C designent les corrections calculees par la formule 

— V^i -^- o£ -f- (/ - 1700) on -! (/ - - 1700)* OS 

-t- A sin[i'', 32(^ — 1750)] -1- Bcos[i",32(/ - i7'>o)], 

oil 0£, S/i, A et B ont les valeurs qui correspondent a w = 33** (p. 4i5), et oil 
Ton donne a ts les valeurs extremes o et - 6",o; on a ecrit i°,32 au lieu de -. • 

•2 a 

designe la^correction observee; enfin, on a forme les differences - C et 
— C, qui donnent une idee de la representation. 
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ETAT ACTUEL DE LA THl&ORIE DE LA LUNE. 417 

C. 0. C. — C. — C. 

1620 -+.50' -f-53' -f-46' -f- 3' -4-7" 

30 -h48 -4-48 -+-46 o -h '1 

40 -f-45 -^43 -1-44 —a —I 

SO -+-42 +39 -+-42 — 3 — 3 

60 4-38 -4-36 -4-39 — 2 — 3 

70 4-34 -+-33 -h35 — I — 2 

80 H-3o 4-3o 4-3o o o 

1690 -4-24 4-26 4-25 4-2 4-1 

1700 4-20 4-21 4-20 4-1 4- r 

10 4-l5 4-l5 4-l5 o o 

20 4-11 4-9 4-11 — 2 — 2 

30 ^7 4-5 4-6 — 2 -I 

40 4-1 4-2 4-1 4-1 4-1 

50 ; 4-1 o o — I o 

60 o o — I o 4-1 

70 — 1 o — 2 4-1 4-2 

80 — 2 o — 2 4-2 4-2 

1790 — I o — I 4-1 4-1 

1800 o o o o o 

10 o o 4-1 o — I 

20 4-1 o 4-2 — I — 2 

30 4-1 o 4-2 — I — 2 

40 4-1 o 4-2 — I — 2 

50 o o 4-1 o — I 

C. 0. C. — C. — c. 

50 — 0,1 H" 0,7 -*- Oj7 4-0,8 0,0 

52 —0,5 4-1,3 4-0,2 4-1,8 4-1,1 

54 — 1,0 4- 1,4 — 0,3 -I- 2,4 -+-Ji7 

56 *. — 1,4 ■+• I, a — 0,9 4- 2,6 4-2,1 

58 -1,9 -+- ^,9 —1,4 4-3,8 4-3,3 

60 — a,3 4-2,3 —1,9 -+-4,6 -4-4,2 

62 —'^,9 4-2,2 —2,6 4-5,1 -h4,8 

64 —3,5 -h 0,1 —3,3 4-3,6 4-3,4 

66 —4,2 —2,3 — 4,i -•-1,9 -+-',8 

68 —4,9 —4,0 —5,0 H- 0,9 4-1,0 

70 —5,7 —5,4 —5,9 4- o,3 4-0, 5 

72 —6,5 —7,5 —6,9 — ',<> —0,6 

74 —7,4 —9,1 —8,0 -1,7 —1,1 

76 -8,3 -9,6 —9,1 ~ r,3 — o,5 

78 —9,3 —9,0 —10,2 4-0,3 4-1,2 

80 —10,3 — 10,3 —11,4 o -*-*,> 

82 —11,3 —12,6 —12,7 — 1,3 4-0,1 

84 —12,3 —14,8 —14,0 —2,5 —0,8 

86 — 13,4 — 15,4 — 15,4 — 2,0 0,0 

1888 -i4,6 -16,9 -16,8 -2,3 -0,1 

La representation est satisfaisante en general; toutefois, il subsiste des 

indices d'une autre inegalite, k periode moindre et ayant un coefficient de 2,'' 

T. - III. 53 
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4l8 CHAPITRE XIX. 

181. On voit que, jusqu'ici, on a eu recours seulement aux observations 
modernes pour determiner les inconnues Ss, S/^, A et B au nnoyen de ^s et des 
quantites conniies. Pour trouver §5, il faut s'adresser aux deux groupes d'obser- 
vations aneiennes. Ces deux groupes ont fourni a M. Newcofnb (he. oil., p. 204) 
les equations suivantes : 

/icUpses de Ptolemee, 

Dates. Oc. o«. ov. Poids. 

—687 0,017 — o»4o -♦"Oj^^ ——II 3 

—381 0,017 - 0,35 H-7,^8 =—27 1 

— 189 0,017 — o,3[ -^-5,95 ——10 4 

4-134 0,017 —0,26 ^i,M =— 16 3 

Eclipses des Arabes, 
Dates. §£. 8/1. OS. Poids. 

-J-850 0,017 0,14 -hl,>>0 ;=:— 4,4 8 

H-927 0,017 — o»'^ -T~o,99 — - iji 16 

-h986 0,017 —0,12 -+-0,84 =— 4,8 3o 

On a neglige les termes Asina/ et Beosa/, comme on pouvait le faire; les 
seconds membres exprimaient d'abord des minutes d'arc : on les a ramenes a 
exprimer des secondes, en divisant les deux membres de chaque equation 
par 60. II faut maintenant substituer 

de = -H 24", 24 — o , 24 (55, 
dn=— 26",87 — 1, 18 55, 

ce qui donne, pour les deux groupes, 

Ptoldm^e. Arabes. 

/ 10,02 (55 = — 22, 1,3785 = — 8,6, 

7,6955—37, I , l455r=z— 5,0, 

6,8255= — 29, 0,98^5=— 8,4. 

4,42 55 =: — 28, 



(0 



Chacune des sept equations donne une valeur negative de S5; le coefficient 
^0 = 12", 17 de Hansen est done certainement trop fort. En ayant egard aux 
poids, les eclipses de Ptolemee donnent, a elles seules, 

55 = - 8^87; 5 = 5o-t-55=:8*,8. 

Les eclipses des Arabes donnent de leur cote 

55~^_6^84; 5=:5%8. 
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On tire de Tensemble 

$s = —5\\ ; ^ = 7*^,1. 

M. Newcomb a trouve pour i'ensemble s = 8", 8 ; nous arrivons a f\ i , valeur 
tres voisine du chiffre theorique; la difference tient au mode de calcul employe. 
M. Newcomb a determine §5, 8n et Se par toutes les observations anciennes et 
modernes, en negligeant A et B; il n'a retenu que la valeur de S^, et a calcule 
ensuite les valeurs de Se, S/i, A et B qui satisfont le mieux a Tensemble des ob- 
servations modernes. 

La valeur 8s = -— 5",i, etant substituee dans les equations (i), laisse dans les 
premiers membres les residus suivants : 

-3i', -t-i',6, 

- 2', -o',8, 

- 3', -i-3',4. 
o. 

II y a done un residu tres fort et tout a fait anormal. M. Neison a explique 
(Monthly Notices, t. XXXIX, 1878, p. 73) que cela tient a ce qu'un poids trop 
grand a ete assigne k Tune des trois eclipses qui ont servi a obtenir Terreur 
des Tables pour — 687, et que cette eclipse est discordante. Si Ton supprimait 
la premiere des equations (i), on trouverait 8s = — 5",87, 5 = 6",3, c'est- 
a-dire I'acceleration theorique. 

On voit ainsi qu'il est possible de representer les eclipses de Ptolemee et 
celles des Arabes par Tacceleration theorique; on n'aurait done pas besoin 
d'invoquer Tinfluence du frottement des marees pour produire un ralentisse- 
ment progressif dans la rotation de la Terre, ayant pour effet une acceleration 
apparente du mouvement de la Lune. On eviterait de la sorte le double inconve- 
nient de toucher a la base fondamentale de la mesure du temps, et d'introduire 
dans la theoriede la Lune un nombre empirique qui, ne pouvant etre determine 
par le calcul, empecherait d'arriver a des resultats defmitifs, alors meme que 
toutes les autres difficultes auraient ete surmontees. 

182. Cependant il subsiste une grave objection contre cette maniere de voir : 
les eclipses chronologiques, qui sont bien representees par Tacceleration 
de 12", le sont beaucoup plus mal par I'acceleration theorique de 6". Les prin- 
cipales de ces eclipses sont celles de Thales, de Larissa, d'Agathocle et de 
Stiklastad. 

Eclipse de Stiklastad. — Elle se produisit pendant un combat que les guer- 
riers Chretiens, sous la conduite du roi de Norvege, Olaf le Saint, livraient a 
une armee de paysans paiens revoUes. Voici ce qu'en rapporte Snorre Sturlason : 
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(( Le temps etait beau et ie Soleil brillait; mais, quand la bataille eut com- 
mence, une teinte rougeatre se repandit sur le ciel et sur le Soleil, et, avant 
que le combat futtermine, I'obscurite devintaussigrande que pendant la nuit. » 
Hansteen, qui a publie un Memoire sur cette eclipse (Astron. Nachr. de 1849), 
a determine avec certitude la position du champ de bataille oil elle a etevue, et 
il a fixe la date de I'eclipse au 3i aout io3o. Or, dans une Noterecente(i45//To/i. 
Nachr., nov. 1888), M. Hjort dit que les sources historiques, laissees de cote 
parHansteen,permettentd'etablir que la bataille a eu lieu le 29 juillet; c'est ce 
qui resulte de I'Ouvrage de M. Maurer (Die Bekehrung des norwegischen Stammes 
zum Christenthumey t. II, p. 53i-54o). S'il en est reellement ainsi, I'eclipse 
aura eu lieu plus d'un mois apres la bataille; on ne sait plus rien sur le lieu de 
Tobservation, et Teclipse doit etre rayee de la liste des eclipses historiques. 

ilcUpse de Larissa. — On lit dans Xenophon : « Lorsque les Perses succede- 
rent aux Medes dans Tempire, le roi des Perses assiegeant cette ville (Larissa) 
ne pouvait la prendre par aucun moyen; mais un nuage en couvrant le Soleil 
produisit une telle obscurite que les hommes sortirent de la ville, et c'est ainsi 
qu'elle fut prise. » D'apres les details que donne Xenophon, il parait certain 
que Larissa n'est autre que la moderne Nimrod. Mais le phenomene dont il 
s'agit est-il bien une eclipse totale de Soleil? Le texte dit que c'est un nuage 
(v£(p£Xy]) qui couvrit le Soleil. Airy n'hesite pas en faveur de I'eclipse totale, 
et, en cherchant tons les phenomenes de ce genre qui ont eu lieu dans un in- 
tervalle de 4o ans comprenant la date probable de la prise de Larissa, il trouve 
qu'ilyeut, a Nimrod meme,une eclipse totale de Soleil le 19 mai de I'annee 547 
avant Jesus-Christ. M. Newcomb se laisse convaincre moins facilement et il fait 
remarquer judicieusement que, parce que Ton a trouve dans un intervalle de 
4o annees une eclipse totale observable a Larissa, il n'en resulte pas necessai- 
rement I'identite de ce phenomene avec celui qui a fait evacuer la ville. 

tclipse d' Agathocle. — Agathocle, etant bloque par les Carthaginois dans le 
port de Syracuse, profita d'un relachement momentane dans le blocus pour 
s'echapper du port et se diriger vers la cote d'Afrique, oil il parvint au bout de 
six jours. Pendant qu'il naviguait ainsi, le second jour, il fut temoin d'une 
eclipse totale de Soleil. Voici comment Diodore de Sicile rapporte le fait : 
« Comme Agathocle etait dejk enveloppe par Tennemi, la nuit etant survenue, 
il s'echappa contre toute esperance. Le jour suivant, il se produisit une telle 
eclipse de Soleil que Ton pouvait croire qu'il etait tout a fait nuit, car les 
6toiles apparaissaient de toutes parts. De sorle que les soldats d'Agathocle, 
persuades que les Dieux leur presageaient quelque malheur, etaient dans la 
plus vive inquietude sur I'avenir. » 

Ici, pas de doute possible; avec I'apparition des etoiles, c'est bien une eclipse 
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totale de Soleil. Malheureusement, c'est la position du lieu d'observation qui 
n'est pas exactement connue, car on ne salt pas si Agathocle est alie directe- 
ment vers TAfrique ou s'il a fait le tour de la Sicile en prenant le nord de cette 
ile. On parait etre d'accord sur la date de Teclipse, que Ton fixe au i5 aout de 
Tannee 5io avant Jesus-Christ; mais, par une singuliere fatalite, les limites 
admissibles dans la position d'Agathocle correspondent presque exactement 
aux limites entre lesquelles on pent faire varier I'acceleration seculaire, de 
sorte que cette eclipse si bien decrite ne permet pas d'assigner a cette accelera- 
tion une valeur definitive. 

Eclipse de Tholes. — On lit dans Herodote : « Apres cela, les Lydiens et les 
Mfedes furent en guerre pendant cinq annees consecutives; dans cette guerre, 
souvent les Mfedes furent vainqueurs des Lydiens, souvent aussi les Lydiens 
vainquirent les Mfedes; une fois meme, ils se battirentla nuit. Or, comme la 
guerre se poursuivait avec des chances egales des deux cotes, la sixieme annee, 
un jour que les armees etaient aux prises, il arriva qu'au milieu du combat le 
jour se changea subitement en nuit; Thales de Milet avait predit ce phenomene 
aux loniens, en indiquant precisement cette meme annee oil il eut lieu en effet. 
Les Lydiens et les Medes, voyant que la nuit succedait subitement au jour, 
mirent fin au combat et ne s'occuperent plus que du soin d'etablir la paix entre 
eux. » 

II parait probable que le phenomene signale par Herodote est une Eclipse 
totale de Soleil; mais le lieu oil il a ete vu n'est pas indique; on sait seulement 
qu'il doit etre situe en Asie Mineure, ou au moins trfes pres de cette contree. 
La date du phenomene n'est pas mieux fixee : Pline la met a la quatrieme annee 
de la 48® olympiade, Clement d'Alexandrie vers la 5o* olympiade. 

Les divers auteurs qui en ont parle font varier la date depuis le i®*" octobre 583 
jusqu'au 3 fevrier 626 avant J.-C. Pour Baily et Oltmans, elle aurait eu lieu le 
3o septembre de I'an 610; pour Airy, le 28 mai de I'an 585; cette derniere date 
est d'accord avec celle de Pline. 

M. Newcomb trouve que trois points seulement sont nettement ^tablis : 

Qu'une bataille entre les Lydiens et les Medes a ete terminee par une obscurity 
subite; 

Que, le 28 mai de I'an 585, I'ombre de la Lune a passe sur I'Asie Mineure, 
ainsi que cela resulte des calculs fondes sur les Tables; 

Enfin que Thales a predit une eclipse. 

Mais que ces trois phenomenes se rapportent a un seul et meme evenement, 
c'est ce que M. Newcomb ne regarde pas comme demontre. 

II semble en somme que les recits des anciens historiens sont trop vagues 
pour que Ton puisse s'en servir afin d'eclairer la theorie de la Lune; c'est 
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plutota la theorie de donner des indications sur les dates des phenomenes et 
les lieux ou ils ont ete observes. 

Cependant, il faudrait avoir egard aussi a un Memoire important de M. Ginzel, 
Astronomische Untersuchungen uber Finsternisse (Memoires de I'Academie des 
Sciences de Vienne, i883 et 1884). 

M. Ginzel, apres de longues et patientes recherclies, a pu reunir des docu- 
ments concernant 45 eclipses totales de Soleil, echelonnees depuis Tan 3^6 de 
notre ere jusqu'a Tannee i4i5, et dont 2 seulement avaient ete discutees deja 
par M. Celoria; il a trouve surtout de precieux materiaux dans les chroniques 
des monasteres du moyen age. II n'est pas question d'lieures exactes pour les 
phases; on se borne a dire qu'en tel lieu le Soleil a ete eclipse, et, dans un assez 
grand nombre de cas, qu'on a vu apparaitre les etoiles. M. Ginzel a conclu de 
sa discussion que Tacceleration seculaire adoptee par Hansen devaitetre un peu 
diminuee, et ramenee seulement a ii",47. II serait tres important d'examiner 
si ces eclipses, principalement les 17 comprises entre les annees -733 et 1267, 
dont Tepoque moyenne differe peu de celle qui correspond aux eclipses arabes, 
peuvent etre representees avec une acceleration de 6" a 7", et en appliquant au 
moyen mouvement de Hansen la correction que nous avons indiquee. Mais je 
pense que nous devons faire un choix dans les documents : M. Ginzel a pour 
telle eclipse totale, celle de ii33, par exemple, 78 recits, de Tensemble des- 
quels il deduit une correction moyenne do la zone de centralite; il vaudrait 
peut-etre mieux garder ceux des recits qui sont tres nets, qui affirment que Ton 
a vu les etoiles, les discuter separement et laisser les autres de cote. 11 s'agirait 
de voir si, avec les corrections indiquees pour In et 2^, Teclipse reste totale 
dans les lieux oil Ton a dit nettement qu'ellc I'etait. 

11 nous fautparler des recherches de M. Schjcllerupsur les anciennes eclipses 
chinoises (voir Copernicus^ t. 1, p. 41-^47); mais les donnees sont ici tres peu 
precises. L'auteur parle, en effet, de 36 eclipses de Soleil mentionnees dans les 
Annates de la Chiney et il en choisit 3 qui sont mentionnees comme ayant ete 
totales, dans les annees 708, 600 et 548 avant J.-C. Les mois dans lesquels on 
les a observees ont du etre corriges, pour les deux premieres. II arrive, en outre, 
que ces eclipses ne sont pas tres bien representees parl'acceleration de Hansen; 
il est vrai qu'elles le sont encore plus mal avec celle de MM. Adams et Delaunay, 
car il faudrait, pour avoir des eclipses totales, changer de 30"* la longitude du 
lieu oil Ton suppose qu'elles ont ete observees. Le resultat n'est guere meilleur 
en adoptant, avec Airy, la correction %n = — 36'. II ne semble pas qu'on puisse 
en tirer une conclusion assuree pour ou contre Tacceleration theorique. 

183. Nous pensons que la question pent se diviser en deux autres, celle de 
Tacceleration seculaire et celle d'une ou de plusieurs inegalites a longues 
periodes, encore inconnues. On pent laisser de cole hi tixation du coefficient de 
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('acceleration seculaire, car elle ne joue qu'un role secondaire quand il s'agit 
de la comparaison des observations des deux derniers siecles. 

Mais, quelle pent bien etre la cause des inegalites a longues periodes que 
cette comparaison met en evidence? On pouvait penser que les inegalites prove- 
nant de Taction des planetes n'avaient pas encore fait I'objet d'une recberche 
systematique suffisamment etendue. Le Memoire de M. Radau, qui a paru dans 
le Tome XXI des Annates de robservatoire, et dont nous avons rendu compte dans 
le Chapitre precedent, repond a cette question; il parait bien etabli qu'en 
dehors de Tinegalite qui depend de i6T — i8V, il n'en existe aucune dont le 
coefficient depasse une fraction de seconde. Neanmoins, Tensemble des inega- 
lites nouvelles et des corrections des anciennes, signalees par M. Radau, merite 
d'etre pris en consideration, car leur somme peut s'elever, en certains cas, a 
plusieurs secondes d'arc; ce qui est tres important quand on songe que Delau- 
nay s'etait preoccupe des milliemes de seconde dans les coefficients des inega- 
lites solaires. Cela n'explique pas les disaccords, mais permet de les regulari- 
ser, et de mettre mieux en evidence les inegalites qui sont encore inconnucs. 
Enfin il y a peut-etre lieu de se preoccuper de la convergence des series ordon- 
nees suivant les puissances de m. 

Nous rappellerons, en terminaot, que la correction totale apportee par M. New- 
comb aux Tables de Hansen est 

A = - i", i4 - 29'', 17 1 — 3",86/»— V,- o",09 sinA - i5%ii9COsA, 

oil 

Az=i8V-i6T-/; 

/ est le temps compte en siecles a partir de 1800. La formule empirique a 
laquelle nous sommes arrive de notre cote est 

A'zii + 24", 24 — 0,24085 — (26% 87 -+- I yijgds) t'-hds.t'^—Yi 
-H(i4",5o-^o,i3635)sin(i32<>x t") 
-h ( 9", 19 4-o,7o6d5)cos(i32<>x /"), 

oil /' et t" designent des nombres de siecles comptes respectivement a partir de 
1700 et de 1750. On a 

85t= — 6",o, t'=t-hJ, t"^t-[-^> 

2 

et la correction devient 

A' = -4- 25^68- i9%8o(/-hi) -6\oo{t^-[-2t-hi) 

4- i3%67sin(i320x ^-1- 66«) 4- 4'',95cos(i320 x /-h66°) — V, 
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ou bien 

A' = -o%i2 — 3i%8o^ — 6\oo^«— V,-hi4%54sin(i320x/-4-85<»54'); 
t est maintenant compte en siecles a partir de 1800. 

Si Ton persistait k maintenir dans la comparaison des observations modernes 
Tacceleration de Hansen, ce qui reviendrait a faire S5 = o, il faudrait, pour 
representer I'erreur tabulaireen 1889, admettre une valeur de u comprise entre 
23® et 33®, 28® par exemple, et pour T une valeur peu eloignee de 32o ans. 
Pour fixer cetle valeur de T, un nouveau calcul serait n6cessaire. 

La theorie de la Lune se trouve arretee par la difficulte que nous venons de 
developper; deja, a Tepoque de Clairaut, la gravitation paraissait impuissante a 
expliquer le mouvement du perigee. Elle triomphera encore du nouvel obstacle 
qui se presente aujourd'hui; mais il reste a faire une belle decouverte! 



FIN DU TOME III 
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